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Vorwort 



Da die bis jetzt bekannten Sammlungen von Aufgaben aus. der 
Differential- und Integralrechnung n^ir nach meinen bisherigen Erfah- 
rungen den Bedürfnissen, die sich bei meinen Zuhftram herausstell- 
ten, nicht zu genügen schienen, so entschloss ich mich, eine Zusam- 
menstellung der mir passend scheinenden Probleme zu veranstalten. 
Es versteht^ sich von selbst, dass ich nicht jede einzelne Sache als 
ein mir selbst angehöriges Eigenthum in Anspruch nehmen kann, 
noch will. , Es liegt in der Natur der Sache , dass ich Beispiele , wo 
ich sie eben gafundeA habe, und wie sie mir gerade am passendsten 
schienen, eingereiht habe. Ueberall anzuführen, wo dieses oder jenes 
Beispiel entnommen ist, wfire theils zu weitläufig, theils unausführbar 
gewesen, deshalb habe ich es, ohne Befürchtung, eines Plagiats be- 
schuldigt zu werden, durchgängig unterlassen. 

Diejenigen Dinge, welche mein wirkliches Eigenthum sind, lassen 
sich bei einem aus so vielen Einzelnheiten bestehenden Werke nicht 
fuglich angeben. 

Vielleicht dürfte die Partie über die independente Darstellung 
der Differentialquotienten höherer Ordnung einige Beachtung ver- 
dienen *). 



*) Auch hier verdankt der Verf. sehr viel der ausgezeichneten Arbeit 
seines ehemaligen Zuhörers iloppf*: Theorie der independenlen Darstel- 
lung der höheren Differentialquotienten , Leipzig 1845. 



IV 

Bei den bestimmten Integralen habe ich die, welche gewöhnlich 
von dieser Gattung behandelt werden, wie die Eul er 'sehen Integrale 
u. dergl. gänzlich weggelassen, da sie mir ohne eine weitläufige De- 
duction nicht anschauUch und also als Aufgabe nicht zweckmässig er- 
schienen. In deren Stelle habe ich in der letzten Äbtheilung von 
S. 294 ab mehre Anwendungen der bestimmten Integrale auf geome- 
trische Aufgaben gegeben, wie man sie sonst wohl nicht gewohnlich 
in solcher Ausführung dargestellt findet. 

lieber die Zweckmässigkeit der Anordnung in gegenwärtiger Zu- 
sammenstellung muss ich das Urtheil Anderen überlassen. 

Halle, den 13. December 1849. 
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I. Differentialquotienten der ersten Ordnung 
explieiter Funktionen einer Yariabele. 



A. Dlfferetttlalquottenten algebraischer Funktionen. 

$. 1. 

Die Differentialquotienten algebraischer Funktionen werden mit 
Hilfe folgender Gesetze gefunden: 

Wenn u, v, w Funktionen der einen , unv^änderlichen 

X sind, so hat man: 

a) d\u+v + w + ...A = dux'izdvx + dWs + ..\. 

d) d iw*| = n.u»"^.<iiia;, wo n jede beliebige, wenn nur con- 

staute Zahl, bedeutet. 

Als Hilfssatz zur Bequemlichkeit im Rechnen dient noch folgen- 
der Satz: 

Wenn u=q>(z) und « = i//(a?), also mittelbar u=sf(^x) ist, so 
wird dux = dUz . dzx* 

S. 2. 
freispiele. 

1) y = jr« 2) y = a.a;* 

dys = nx^^^ dyx^n.a.af^''^ 

1 



c^ 4) y = (a + bx)^ 

a dyx = m6 (a + Ja?)*""" ^ 



Im— 1 



5) y^=\a-\-lx-\-aii^-\-dx^ •\- ..,.\ 

VCa + te^"-" dyx—^ — = ^ 

7) y = ^a-\-bx+cx^-\-dx^ + ..... \ ■ S 

10) y = -I- JT» + -l-a^ + ¥ a?' + 2««+ ^a' 
rfy,=a;»(l + 3aJ + 2a!V 

11) y = ^a!*+-l-x»— f «^-la!» 
[dy, = a!3(-l— x2)(l + 2ar)« 

12) !/ = ??!+ 30 >/^+-xz 



15_ ^ 

3 



dy^ = Sylx^+-^ X 



X vx 

8 - 3 



13) y=21x»—^x^>jx^+l2x^+^xyjx^ 



6x 



dy,= \2'yil -^^ 9X 



S2 



14) y = 2^j^.^+^«*V^+¥^^+?^- + 9-^j 



dy, = 'yß^^l 6 >p + 3 V^^- -3- 



s 



15) y = fJa;5rP_18,,^^ + ^^y- 
dyx = >/^(>/7+l)(2— Vi)* 

23 V« 

rfy« = I V^ — 2 Jl? j* j Vi» + 4 J^S" j 

17)y = (6ar»— ^»)« 

<Jy* = 4a!'(12— »») (6— J^»)» 



18) y = j3a,_2a!* 20) y = >/4 + 2V3aj + 3JC* 

1—4« ^ l +2aV3g 

»y*=5 *— «y« = i 



V(3a!— 2*»;» ' V3iV(4+2V3i+3«*)' 

19) y= V(2«»-x»)« * ^ 8^- 

3a?-^a;' 21) j, = y (3 + 4 Var)» 

V2»«-»» dy.= ^ y^ 

>f«»^3i-4i5'2» 



22) y=^J2VJ-^ + 5r(I=^r 

dy. = •|-(14-^)y (l+a >V— §-a?'Vi" 

»>y^\f (l+jr>*^ (1— a;)»T/^^FHP— 2>/x ^(1— a>)» 

23) y = y (a + *»)« ^"[ö+xV 25) y = >/(«*+«•«■+«'*)(«—») 

24) y = (5 + 3a;)V6i^^ ^{a'^+a^ + x^iiß-^ 

_ 27ar 26) y=(3jrH5«a;— 2ffl*)Va*+3a>=' 

■^'"TeJr^ , 5a»+30aJ?*+27a;» 

* Va» + 3»* 

27) y = (9a*— 6a6a; + 56*«*)^(o + 6a?)» 



28) y = (2o-f-36a!)(2o— 3Jaj)'V4« + 6** 
^ 36 (9 b^x^— 4 a^) (21 6a; + 2a) 

^*~ yjlä+6bx~ 

29) yrrj^Ca^+aj«))/«'— aJ* 
, o'+o^aj' — 4a!* 

30) y=(4f + VT+^)V'rT^» 36) y^M ^.AJ^(3_5a,i)i 

! )j ! j^ a? ' 
ar+Vl + a;*} «» 

"^*= — Vl+^» ''y-=-iV(3-5x»)« 

31) ,=I-V^^^^ 37) , = j^-^,jVl^.l 

32) y = {40— lar+fa^^jVö+lF 38) (8a;»— 21)^(7 + 4a;»)* 

£1^1 , . 160 a;« 

33) j,==|f-2a;+a;='W(H^iÖ'» ^^^ y= (3^* +4)^^*-3 

dy. = 7x» V5+2J '*J'» =y (9x«-3)»" 

34) y = (4a;-7) (3a;+7) ^3j;+7 g j , ^o g-r 

rfy, = 28x^3^H^ *»> ■y^i^-FMY 1* + ^«) 

a;*V7x*— 9 
41) y= JM-^ ^4^+ia;^T6i j-^^(i+^W 



3 



rfy*=tfp^-y (3+5^4*0 



3 



. o — 2a; , — 2a* J? 



5 + 3a; + x' 48) y = V^ 
**) y—5—ix + x* V o — 6a; 

30 (1 — Jf») a«+a6a;— 6«ic» 

46^ «- '^ 50) y= ^.iZ— ^ ^ 



j —2«'^ , 1 — V i— X» 

(a» + a;») V a* - a;« <<»' - "^rvt^p" 

56»jr»+;80a6'j'+ 40a'6jr-j-16a^ 

5ft*a;' 
''^'"2(0+6*)'/, 



V (4ag» — 5 )' 



{l90a;* + 54a;* + 100a;}V4a;» — 5 
'*''•"' 3^(5«»+l)» 

2x* ^^^ 108— 18>/ic^3a!— fW^ 

54) y— , ,» , , r 55) y= 7: f^ 

J9aj — 13j VSas'—läaJ '/2— V^ 

— 91»' ^ lOx 



j 9« — 13 |*V 9»*— 13a; ' 9 » / (2 — V* 



32 8a;' --. _ «' ' 9 

^^^ *'^^(20-3x«)» • '^~ V (3 + 5a:«)» 



3.8^(20—3*«)» ^ a;*>/(3+5a;«)« 



58) y=jVP-:fejya + 6M 



^y 



i = 24x»y(^+6V*») 



59) y = 



^^('-1^)' «•v/('+^r 



i»*= 



a?« 



,.,,= ya+,jr |'it|l€)+l(,vF_.«j 



dyj;= 



5/, 

2— 3a? ^' 



f 



(5+7>/^)' 



B. IMCereBitlalQuotlenten trmuleendenter Funktionen. 

S. 3. 

Unter transcendenten Funktionen werden hier die logarithmischcD, 
die Exponential-, die goniometrischen und die cyklometrischen Funk- 
tionen verstanden. Mit dem Zeichen log ist stets der natürhche Lo- 
garithmus gemeint und bei den trigonometrischen Funktionen ist der 
Radius =1 angenommen« Die Basis des natürlichen Logarithmensy- 
stems ist, wie gebräuchlich, durch e bezeichnet. 

Unter diesen Voraassetzungen gelten folgende Differentiationsvor- 
schriften, wobei u und v beliebige Funktionen von J? bedeuten, 
a) d.(o«)a? = a*.losfa.clM«; rf(e«)a,==e«.dii4. 

h) d.(logu)a!^ — 'duxy 
wenn man nicht natürliche Logarithmen {logarÜhnU naturales), son- 



1 

\ 



dem künstliche (ßögarithm artifidales) für die Basis a hat, so lautet 
dieser Satz: 

1 



d » (log. arU u)x = 



w.%.nat.a' * 



c) L{nnu)x^=^ cosu • iUj, 



d) i,{cosu)x'= — «tnw.rftid 



1) d.(arc8%nv); 



VT=^ 



.dv. 



m) (J.(orc CO«»)« = -7s 



— 1 



• dV' 



^r=^^i- 



e) i . (tang u)x = ^^^ ^ ^ . rfti-c n) d.(arc mn^f t>)« = . ^ . rf»« 



COS1« 



I) d.(cof^w)aj = : — ä"'*** ^) d.(arccorflft?)>c = 



stnu 



—I 



• dv, 



stnu 



f i) d. (sec u)x i^ 2« du, 



. co«w^ 
h) d. (eosec u)x = -, — « . dux 



i) d. (9inversu)x=^ stnu . du^ 



. p) d.(ar€iecv)x = 



q) d.(arccosecv)xi=s 



— 1 



.dv^ 



v^v^ — 1 



r) d. (arcsinversv)x^ 



^2v — v' 



• dvs 



.dv, 



k) d . (cos vers u)x = — cosu. dux s) d . {are cos vers r)«= 



— 1 



dv. 



'^2v — v^ * 



1) y=log(l+a:^ 
2s 



dyx'=' 



3) y = /oflf 






Vl+a?' 



^^*=^(l+xV 



S. 4. 

Beispiele. 



4) y = % 



rfy* = 



1— jr 
2 



5) y=%(a;+Vl'+^') 

1 



rfy»= 



6) y= % 



jr2— 2 



>/(6— 2a?2)a 



rfy« = 



07 



3 



(jr2_2) (3—0:2) 



8 



7) y=%j7= ^ , n } 9) y=%V T= — ^,— 

Ul + J'+Vl— a;) ^* *V ^3 +xV7 

1 12 



H) , = ,o,!^^±fe""^^--^>" 



29 



«i'*— a!»+2x*— Hx— 12 j 

6V3 7 

5j'— 4a!+l 
<*y«- ar» + 2aj2_l0a! + 7 

rS 96— I 8S8 



(5 a!— 4)» 



( 1 , 125 , 65 ,35 , , - ,1 

1*) ^= (r+^)i — — ^+''*^h:f^ 

***•'= «»(l+ar)» 

245»— 18 . 5 - (V3"+a?>/7"l ., , ,„ _ ,, 

5— 2a?» 

"y*- (3— 7»»)«i ; 

,„. _(1 5 , IS»« 7jr« a;« > 1 1 , ( X» ) 

^ ' y- j 5a;> ~l2''""7r 250*^625 j (4?«— 6)*~3125 '**| a!*-6 ] 



x3(ar=^— 5)« 



17) y = |%t«j 

dyx = n\logu } . — .dux 

18) Ji = ax^log(h3f) 

19) y=^ax^\log{hsf^)f 

dyx=^ ar«-"^ | log (ftjt*) f^ • | m log(ba:^ ) + f» | 
x*(^'— 4) 



^Sf 



3 



yl{log2xy 



_. < 



. _ a;(5a;»— 8) . %2fl!— -fgCa;»— 4) 

21) y=e«.a:» 23) y = ««(«»- 3*» +6Jf—«) 
dy, = e* (iM!"-' + af) <|y,a=i4:*.e* 

22) y= a^^-ä** ■ 24) y = *» 

dy, =■ 6x (a— 1) o^'-*** log a dy, = «• (1 + % x) 

25) y = (4»-f-5*»)3*»-2* 

dyx^(4^+5*»)3*^a*j^?f=^J^l^+((te-a)%(4aj+5a:»)j 

26) V «r fo« j(3*— 7»»)^-2 j 

(to-2)(3-2l«») . ,,..,,_ , 
«»* = ix— Ix* *" ^ ^ ■" ' 

27) yas%(%tt): 

1 

»loy« 



rfy« = -ii:— .;. d«» 



28) y=(4ir-8)%j.|-+4a;+%(^;^)} . 

29) y=ti» 

2 



1 



10 

30) y = %(«») 31) y = (%«)» 

dyx =toj w .rfü* -j . iux dyx^=i — . (füg n)*~*« *^x 

w w 

32) y=M»" 

10 I w 1 1 

rfy»= w* , ü*^ . /oj» w J logv . du?-» H . dv^ -| — ^ — ^ . ii«« > 

33) yssstnj^ 34) y^sinms 
dyx=^nsina^''^.toss dyx^m.cosms. 

35) y— «m(pjr+j) 

36) y=-7'**'*'^'^+"l"****^*+ J sinis—isins 
dyx = — 64 sin jt* cos s^ 

37) ys=:-|.5tn8jr+-|-»tH6j? + «tii4jr — 2sin2s — bs' 
dyx == — 128 sin s^ cos s^ 

38) y^s^-^cos^x-^-j-coslx — |-cos3jr--6cosjr 
dyx = 256 sm j;* co« x* 

39) y = ^cos 1 Oj? 4" -i-cö« 8x4— |-cos 6 j? — 2co«4jr — icos2x 
dy^ =s 512sin jr^ cos j?'' 

40) y=a5*st»« + ds'^cosx—6ssins — dcoss 
dyx = s^ • COS a? 

41) y=tangs + 'Yt(in9i'^* *3) y:=:=tangx—cotgs — 2x 

8 — 3co»g* dyx = Ö sin *■' cos *" 

•***- cos*» 

45) yz=:-^cosscotgs'^-^c0i2siins — -^sins^-^eosecs 

_1 cos jr» v.:>f , ,; 

46) y=^x+co^jjr + -i-Sfn2jr— ^sin4jr 

cosa?^ 
stH a? 



If 

._. Zeostex — 2stttdr 16 

*^> » -S^JiS ycor^ar 

d!f»= 5 



$in*'.eo$s 



I 49) s= — —l— }:^^logtatig{^. + he ) 

3«tN«' nns' " '\ 4 2 /. 



i« ^ 1 _ tang,s 

50) y =s -|- cos jp* 4" ^^* ^ + % t^^9 "2* 

51) yB=14--^co5ecjr^-|-cos<r^ — ;J-co«jr* + 3tojiina? 

CO« a?'' 

■ * * * 

52) y=:-|-stn JT* cos jp* — j|co5 0?* — 3 tos s — \cotg s co$ec x — \ log tmg-^s 

, cos JP* 

^ stns^ 

53) y^-^tangs^ —^tang s^-^logcosx 
d9*=tangs^ 

54) y=5 — -i-cotgx^-^-^cotgx^ + logsins 
dys = cotgx^ 

ii) y^-^tangjp^ — •^tangjt'^'\-^tangjp^'\'logcosjc 
ijfx^tangjt'' 

^«) ^ = töcos^^ + '^«'"'^'^ 

. secje.coseex 

• cos J? 

--. (3iC0Ä4ar— 7) col^far , ß 7^«*^^^ 

dlSf « nsstcM^. eosecx^ 
dsx^^ecjF^.coseco''' 



n 

59) y^sin(m'\-njs) 60) y =taHg\p + qx) 

61) y = ar^.«ec(par-f" ?•*'') 

, 2j: + or* (p 4" 3^ar^) ^dnj' (por + gor') 

^* cöF(p^^4^3^^^r~^~''^ 

__ acosar + b _ (a + 6)sm2jf 

f a + 6 eos:r 



»* 



a + COS o: 



*. 



65) y=c«*(osinar — coso?) 66) y=e«* (atosoi^ + siiiar) 

d^« = (a* + 1) 6«* . sm a: dy^ = (a^ + 1) c*^ cos j:^ 

67) y=^a^ sin:ip{asina: — 2cosar)+2c«* 

fift^ .. — -fljj-^ 2/ I o . N . 6c*^(acosa?4-sm>) 
oöj 3/«=e«*cosa:2(acosa;'+3smar)H ^— ^ — ^ — ^ 

<^y*=(a*+9)c«*cosa:3 

69) y = e»* (3 sm ^ — cos ;r) 
rfy«=10e^.sma^ 

70) y^log] — y . - , ,,.. o,.^ . ^J ' \ . - 

, 2«^*(cos^^ + 5m^)— 2(cos.r* — c^«»*) ' v\ 

1 cosx (e^ — e-^) — e«** (e^ + e-^) |^cos^^— e' 



V. 



V. 



71) yr:=^arc{$in = ylafl) 73) i/=arcrsi» = y ij-^ j 

72) jr=arc(«»=2«>/X=*») 74) , = arc(««=i^)'- 



2 



'***~77^^ 'iy*='- 



13 



78) g=s:jr^m'c(smmi — j 



djfA 



= 3ar^««r6 i «111«= — 1 — 



) 



76) y = arc/«n = -i^^^ \ 82) g=arc (ra«tf= - , ^*~^ \ 



e?yx= , . ^* rf»x = 



V** + 26jr— ä V l+J^** 



77, , = „.(^.=^^^+«'^,1 83, , = .r.(,.„=^ 



_ jf-2 \ 



+jr—lj 



äy* = - — — „ ■ 1 ^ <^j 



(2x \ I 1 + ;r* \ 

'""^"^IH^/ .84) jf = orc(aec=j^^ 1 

-I 2 , 2 



2(1+*») " !+«•* 

79), = arc/rtnj = 30±^!zii \ 85) y=arc/ 5«c = -^=| \ 



81) 



2(1+*») ^ -'' Vi-*' 

80) s^arc(^tang=^^ j 86) v=«r. (»«e-^ 

''*'=-7P+fe+l ''^' = 2V*-x» 

1 " 1 ^ 

rffo = — (WC («h s= Vi— a?*) ^ i 

<^y« "^ (1 — jr») arc («'n «= VP^^ 
90) y = — or« — I —0.^1—^*^ — -j an (sin = or) f. arc («n=Ä-) 

dy^z=z . . arc («tn »*•) 

yl — 0?^ 



14 



91) y = |— /-^j?»+^jr Ul—JF^ + j^arc(sins:r:ar)\.are(8in^x) 



"*"T6-^*"''i6'^* 



-Vi— «^ 



.r 1 

92) y = . , . arc {sin^z or) +-5- log (1 — or^ 

V 1 — ^ . ' ^ 

^ (1— o^V* 

1 • / \ 1 /l — Jl_jr*\ 

93) y=-arc(8«H=Vl-^0+Ytof^ ^^^j— ^, ) 

(iy«= «- . arc («in = V 1— J!"*) ' 

({y^ = o: . arc (cos == or) 
95) y = -|->/l— ^*— (A — T-**^) «^« (^«^^ = >/l— ^*) 

(fy^ Ä o:* arc{faiis' s= jr) 
97) y =|'*'~"^ ^^^ (^anflf =ar) | . arc (tang^jc) — ^log (1 + ar^) 

% 

1 

100) y = r.arc 1 »tn vcr« = — j + ^2rx—x^ 

/2r — o: 



IS 



yasjoy*«! 



101) ysB ^iire\ fang — . 






-B-orc(^onff=jr) 
j . . ,) . (I— %2+/oftarc(rtfno=j!')l 

,»„. — »«'m* . 2 / 1 + 2cosj:\ 

102) V = n-, h-r= arcl co» = -ö~r: I 

* 2-|-eosjr ^ \ 2 + co8X J 



A 8 



103) 



jf = arcl fang = t/ j^ taug -^ * 1 






lA.. 1/1 1 \ /. 2»«na!' \ 



rfy«' 



a-|-( cos x-\-e eos2ae 

105) ,== 1 (1 + 1) arc (tang = , . ^ f^f^^ ^ ) 

' ^ 2p \ n ' m / \ "^ {m + n) -^ (tn + ti) cos arj 

— — ( — — — Urc/?an - 2ym^ \ 






In diesen beiden letzten Formeln ist m'*asa-{-b-^e; m'«« — 6 
+c; p*=-|-(m— n)*— 2c; gi»=-|-(m + »)»— 2c. 



« r" 



n. Independente Darstellung der fNlTereiitial- 
qaotienten' bOberer Ordnndg yon Fanktioiien 

- einer Yariabele* 

Für die Suiii4ien und Differenzen von Funktionen ergibt es sich 
luunittelbar, dass ihre Differentialquotienten höherer Ordnung gleich 
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der Summe oder Differenz der Differentialquotienten derselben Ord- 
nung der einselnen Summanden sein mdssen; für das Product zweier 
Funktionen hat man folgende Regel: 



• • • • • 



== ^ *** rf^ • (««*-* • 

Hier bedeutet für den Fall fcs=o, der nullte Dififerentialquotieot 
von (p{x) die Function 9)(a:) selbst. 

Wenn man eine Function f{%) von einer andern Function %9s^{a^ 
hat, so wird, wenn zunächst q)(jc) eine lineare Function bedeutet, 
a];so z^^a+ßjc ist, ziemlich einfach 



T^=/^^'"W- 



Ist dagegen 9 irgend eine andere Fuftction, so wird allgemein: 

^-r(.).^+r(.).(g)' 



, •;. . .•liJ-.-'V. 'i-4 • - ' - ^ -■ ^ ■' 



• •■••« 
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md im Allgemeinen 
fc=n 

wobei f^ (%) nach der gewöhnlichen Zajfran^e'schen Bezeichnongsweise 
den t-ten Differentialquotienten der Function /(ä), und zwar, was 
wol zu beachten, in Bezug auf die Variable % und nicht in Bezug auf 

X bedeutet, Uk dagegen eine Function von % (oder implicite von x)^ 
Ton k und von n ist, die aber, was als wesenUicher Umstand betrach^ 
tet werden muss, von der Natur der Function f yollkommen un« 
abhängig bleibt. Ist man also im Stande, bei einer willkürlich ange- 
nommenen speciellen Function /, den Coefficienten ti zu bestimmen, 
80 wird er allgemeine Giltigkeit haben. Setzt man z. B. f{z)s=%^^ 

so wffd /*(ä) = ^^=A(A— 1)(Ä— 2)....(A— *-fl).Ä*-* 

yi&m hk wie gewöhnlich den Arten Biuomialcoefficienten der Aten Po- 
tenz bedeutet. ' Dann wird aber die obige Gleichung 

kssH 

^^= ^ 1.2.3. ..fc.Afc.Ä'^. tl*. 
^^ Jt=l 

Dividirt man hier durch 2^ [und beachtet, dass hk Wlc k^h ver- 
schwindet, so ist 

*=A 



«-fc.*IL(lis= ^ 1.2.3.. ..*.Ä/k. «-*.«*• 

it=l 



dXn 



Setzt man für einen Augenblick der Kürze wegen 

n f» 

1 • 2 . 3 . • • Jr . ar-* . Ujk = «* 
86 gidbt die €4eichung 
fc=A 

Wk =* ^ Ajk 9k 

fc=l 
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wenn man darin» der Reihe nach, A=:l, 2, 3, .. • . Xr einsetzt 

n n 

n n n 

n n n n 

«^3 = 3t?i+3t;2+r3 

n n n n n 



n n n n n 

tr* =*j üj + ÄTj »2 4-^3 1?3 . . . . Vk 

oder nach einfacher Üeberlegung rückwärts: 

fi n 

f?4 = Wt 

n n n 

n n n n 

n n n n n 

V4 = — 4u?|+6m?2 — 4u?3 + tr4 



A=fc 
A=l 

« 

Setzt man statt der, der Kürze wegen eingefährten Zeichen v und w 
ihre Werthe, so mrd 

und mit Hilfe dieses alsdann: 

Eine in vielen Fällen brauchbarere Gestalt dieser Formel erhält man 
dadurch, dass man beachtet, es sei 
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(7-') =<-'>"( -7 )* 



(-1)* X (-i)»*»r*«* 

h=0 



mithin 



Hf-'J *=* 



(-1/ S(-i)**Ar**''** 



oder wenn man uadi der Differentiation y=x setzt 

' —1—' I, - . h*-'>' .2, <-'>" *"^ ^' 

wodurdi die Gleichung b) in folgende übergeht: 

Die am Ende beigefugte Marke soll anzeigen, dass in ^-^j 

nach der Differentiation y=^z zn setzen ist. 

Bei dieser ganzen Entwickelungsweise ist es ?on besonderer 
Wichtigkeit, sich an die Bedeutung des Summenzeichens zu gewöhnen 
und gewisser Maassen damit rechnen zu lernaD« Besondere Aufmerk- 
samkeit verdient der Fall, wenn das allgemeiiie Glied einer Summe 
zu seinem Factor wieder eine Summe hat, d, h. jEenn es sich um 
eine sogenannte Doppelsumme handelt. Die allgemeine Form einer 
solchen Doppelsumme ist 

k=zb h^dk^ 

2 «** • S *^* 

worin die Indices der involvirten Summe Functionen der Indices der 
inTolyirenden Summe sein können. Zunächst ist leicht zu sehen, dass 
die Funktion Uk ohne Beeinträchtigung des Gesammtwerthes auch hin- 
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ter das zweite Summenzeichen gesetzt und dann mit der hier stehen- 

k 

den Function v^ vereinigt gedacht werden kann. Wird diese Verei- 

k 
nigung durch Wh bezeichnet, so nimmt obige Doppelsumme folgende 

Form an: 

k=h h^dk 

k=:a h=Ck 

Eine sehr einfilussreiche und praktisch nützliche Umformung, die man 
mit einem solchen Ausdruck vornehmen kann, besteht darin, dass die 
Summenzeichen, bezüglich auf ihre verschiedene Indiees nacli gewis- 
sen Regeln vertauscht werden können. 

Sind zunächst die Indiees beider Summenzeichen constaate Zah- 
len, haben also bei der obigen Bezeichnung nicht allein a und 6, son- 
dern auch Ck und dk bestimmte Zahlenwerthe , so dass man letztere 
mit c und d ohne Weiteres bezeichnen kann, so darf man die Sum- 
menzeichen geradezu vertauschen, wodurch man den Satz erhält: 

/t=6 Ä=(| h^d k=b 

d) 51 X ^h = X X ^h 

Sind dagegen die Grenzen des Index der involvirten Summe, entwe- 
der beide, oder einer von beiden, Functionen des Index der involvi- 

■ 

renden Summe, so muss man besondere Untersuchung über die Be- 
stimmung der Grenzen bei der Vertauschung der Summenzeichen an- 
stellen. Um nicht zu Weit in ein nicht hierher gehöriges Detail ein- 
zugehn , mögen hier die beiden am häufigsten und im Folgenden al- 
lein vorkommenden Fälle angefahrt werden. Sie sind : 

fc=6 h — dk+g h=db+g k=b 

e) X X Wh= X X Wh 



k 



> 



d 



it-=5 h=zd h^d ^ c 

und f) ;2 2 = 2 ' X tch 
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Hierbei ist unter dem doppelten Zeichen fc > — -r-^ und fc <C ^ 

dieses zu verstehn, dass wenn diese Grössen Brüche ergeben sollten, 
im ersten Fall die nächst grössere und im zweiten Fall die nächst 
kleinere ganze Zahl (die Null mit einbegriffen) zu nehmen ist. 



S. 6. 
Beispiele. 

1) y=a>^ 



dx^ 



=^li(li—\).x(^-^ 






^^ = iu (^-1) (^-2) . . . . (i^-n+D-x/*-» 
2)y = -i 



•(t) 



dx JC 



^•(■^) 1. 



2 






1.2.3 



ix^ X 



4 



-(4) 
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»),=i 



dx — xf^+l 



4) y=V^ 

<i ' (V»^ ) _ V^ 

(te "~ 2 

d» , (Vx ) _ ._ ,.^i 1.3.5 ... (2n— 3)(2n— p.yj 
da;» ^ ^ (2n— 1)2».JC« 

(Der Factor ('2n— 1) ist im Zähler und Nenner hinzugefügt, 
damit die Formel auch für den ersten Differentialquotienten, für n==l, 
ihre Anwendung finde.) 



d. 



(v^)_ 



^ 2.X}lx 



\VJ/ _ 1.3.5 

dx* ~ 2*.je*yl'x 

*..(i=i 

__W£_L(_1)« 1.3. 5... (2»- 1) 

d». (yg) _ 1.2 

(t'.(y7) ^ 1.2.5 
<to» 3«.*»yi» 

tf*.(y7) _ 1.2.5.8 
<*«•* ~ 3« . ir« ^ 

d'.(yäc) 1.2.5.8.11 

<t«.(^_ 1.2.5.8.11.14 
dj?« *" 3«.*»>fä? 

( i^.(^) ^ 1.2.5.8.11.14.17 



£_jy^)_ 1 1.2.5.8.11...(än— 7)(3«— 4)(3n— l).y^ 

(tr» — ^ ^^ • (3n— 1).3".*" 

(Wegen des Factors (3» — 1) siehe die Bemerkung bei Auf- 
gabe 4.) 

7) y=-s= 
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* * '\y¥ j_ 1.4.7 

\^/_ 1.4.7.10 

<^* 3« a?« ^ 

l^a;/ 1.4.7.10. 
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<i^* 3»a;»^a! 



•^•('Ä) 



=(—1)» l-*-7-10.--»(3»— 8)(3n— 5)(3w— 2 ) 

da!" * 3» af^ 

8) y = y^ 

(P'.(^P) _. ,a 1.4.7.10....(3«— 5)(3n— 2)yp 

djr» — ^ ^ -*• (3n— 2).3»a?' " 

(Wegen des Factors (3n — 2) siebe die Bemerkung bei Auf- 
gabe 4.) 

^'lyTv _ ._ j , 2.5.8.11.... (3n—l) 

10) y = (a+6a;)'' 

*JL^^*^ =(± 6)« . fi (fi-1) {(1-2) . . . (/*--»+ !).(«+ 6^)^-1 

= (+ 6)<» . 1.2.3.. ..».y, (o + 6a?)'*-* 
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U) J' = ^ 



^'{a+bx} ,_,,.1.2.3.4...n 



12)»= 



X 



a+bx 

^\ä±bxl _ I.2.3...».a.(+6)"+' 
rfac« " (a + 6a!)"+t 

1 



13) y= 



yj a+bx 






yf a±bx I /— .X» 1.3.5 .(2n — 1) 

U) y ^ yflß+lxjf^ _ 

Wenn |> die grösste in -^-ft enthaltene ganze Zahl und n<Cp+l 
ist, so ergibt sich der nte Differeotialquotient unmittelbar aus 10); 
ist dagegen n^p + 1, so wird; 

1.3.5...(2»^2p— 3). 

15)y=:a?V(a±6a7)^ 

Hit Berücksichtigung von II. $. 5. a wird : 

.|»a±(f-+l)6»j-(«±6*y*^ 



'*(o^--6^ir') _ 26'a! 

***( a*— 6%» ) 26» (a*+ 36»»^. 
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rfx* ~ («*— 6*x«)* 

^\ai—b^x^ l_ 2.3.4.5ft«(6a«x+20aH^x» + 6ft«x'') 

^'(g2 _6»a;z) _ 2.3 4.5.6.6« (fl«+21 a «6''xH3 5ffl'6*^«+76«^«) 
(fjr» ■" (0=»— 6*xV 

^]U^^6^/^ 2.3.4.5.6.7 6«(8a«x-f-56a« 6 V +56a*6«x''4-8ftV) 

dx' (o* — j ^>*)r : 

Um den allgemeinen independenten Ausdruck für den nten Dif- 
ferentialquotienten zu eriialten, beachte man, dass 

1 ^ 1 I 1 ^ 1 

0* — 6*«* 2a(a— 6x a+bx 

ist, dann erhält man mit Hilfe der Aufgabe 11) 

'^(gg— 6'a;V 1.2.3. ...».fe» ! 1 i / i» 1 I 

dx" ' 2 a |(a — tjc^+i "1"^ (a-f-Jx)»+'| 

-=(—l\» 1-2. 3. ..».SM 1 1 \ 

/". 2 a l(o+6.r)»+i (_a-]-bx)'+r 

Unterscheidet man hier noch die beiden Fälle, dass das n eine 
gerade od^r ungerade Zahl ist und bezeichnet man, wie gewöhnlich, 
durch Sp den pten Bmomialcoefißdenten der sten Potenz, so wird 
für ein gerades n: 

^ \ g«— i»a;' / 1.2.3....n.6« j , , , , ,1 , „ .» 

+ (n+l)4a*-* 6*x*+ ...+(»+ 1), 6" jf j 

h=o 



«7 

und für ein ungerades n: 



**lo*— 6*»*/ 1.2.3...n 6»+M / ... ^, .' , ,. -_3xi„j 

+ .... + (n + l)ia6"->««j 

oder auch wenn man nach absteigenden Potenzen von s ordnet, für 
beide Fälle, sowohl für ein gerades als auch für ein ungerades n: 



Ä=0 



-2A 



■wobei wegen der doppelten Summengrenze h<.\n die in diesem 
Abschnitt II. $. 5 bei Lit. e und / gemachte Bemerkung zu beach- 
ten ist. 

s 

'^ ( o*— 6'jr* j _ a*+6*^* 
rf* ~ (a*— 6*»*)* 

' ^l tt*-^6*j' ) ^ 26*(3a**+ 6*;r') 
(te» (o*— 6»**)» 

^' ( fl<— 62^' ) _ 2 . 3 . ft* (g* + 6 gH^a;* + 6* j^«) 
Ar» (g*— 6»»»)« 

' ^*(ga— 6aj.») _ 2.3.4.6*(5g*x-f-l0g*6*Jr* + 6«jH») 

**'( oa_6ij« )_ 2.3.4.5.6*(a'+15gH*x*+15a*6«x*+6''j') 

' ^'^ ga— 6»a;' / _ 2.34.5.6.6«(7g*^+35a«6*xH21g*6«a;H6*x^) 
rfff« ^"" (g*— 6*x*)^ 
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,i/ X \ 2.3.4.5.6.7Ö«. 

rf*' ■" (0«— 6*«*)* 

Zur Erlangung des allgemeinen independenten Ausdrucks des 
»ten Differentialquotienten ist: 

X _ 1 I 1 1 I 

oi_6*a;i — 26(0— «a; a+hxV 

also mit Hilfe der Aufgabe 11) 

^l^^U.1.2.3...n.ft»-.i^^-^.-(-l)'. ^^\ 

und zwar wird fär ein gerades n: 

_ \a»— 6V/ 1.2.3...n.6'' j (n + 1), o»« + (n + J) , a»-» 6» »H -4 

und für ein ungerades n; 

\ «'— t'g' / _ 1.2.3.....n.ft«- ' {(j"H-i+(»+i)j a»-i JV+Cn-f 1)J 
d»» ~ (o»— 6»»*)»+« "1 o»-56*a!*+...+6«+'»»+«j 

= (a»-l6W' • ^ (» + 1)«" «•""*' ^"^ «''* 

A=o 

oder wenn man hier ebenso wie in der vorigen Aufgabe, nach abstei- 
genden Potenzen von x ordnet, sowohl für ein gerades als auch für 
ein ungerades n; 



2» 

Wenn man in der Lösung der 16ten Aufgabe t . 6 für & setzt 

(wobei zu bemerken, dass hier, wie überall im Folgenden V — 1 durch 
t bezeichnet wird), so erhält man für ein gerades n: 



h=o 



nnd für ein ungerades n: 

oder wenn man nach fallenden Potenzen von x ordnen will, sowohl 
{ür ein gerades als ungerades n: 

Man kann hier auch noch andre Ausdrücke erhalten, die unter 
besondern Umständen von besonderm Yortheile sind, obgleich sie nicht 
in Gestalt von Reihen , die nach den Potenzen von x geordnet sind, 
erscheinen. Da nämlich 

1 1^1 ,1 

-r 



a*+6*«* ^a ( a — i.bx a+i.bs 
80 wird nach Aufgabe 11) 

^\a^+b^x^) ^ L2>3....n.6* j 1 . , 1 

(te» ""' ' 2« j (a— t.6a?)«+i + ^ ^^ '(»+1.60?)«+^ 

oder wenn man : a==Q.cosq> 

ba^=Q»8tnq) 

also p = /c?+Px^ und gp = arci tangs= — j setzt: 

[aHb^x^f ^ 1.2.3,.>n,6" {co8{n+l)q) + i.stn(n+l) (p) 

"^ \ — ( — l)^i 8in{n+l)q)] 

mttan für ein gerades n: 
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(a^Th^) — 1.2.3....n.6« 1/ . ,v / i^W 

und für ein ungerades n: 

^[öM^^b^) n±l 1.2.3..,.n.6» .)/.,, / ' bx\l 

\g -fo J7 Lb(— 1) -^ . . • ==..8m{(n+l)grc( tang=^— J. 

da;» ^ ^^ a>/(a^+6 V)«+i < ^ ^ \ ^ a J) 

Man kann auch noch einen Ausdruck erhalten, der gleichzeitig 

für ein gerades und für ein ungerades n giltig ist. Denn man hat 

1 ^ J_|_J 1 

a^^ll^x^ 22a (60; — ia l)X'\'ia 

mithin nach Aufgabe 11) 

^ \ a^+h^x' )_ (— 1)M 2.3...n.h^ ( 1 1 

und setzt man hierin für einen Augenblick 

hx=^QCOsq) 
a=Qsinq) 

also p=^ (a* + &*^a?* und q)=rarcltang=—\, so erhält man auf 

ähnlichem Wege, wie vorhin, für Jedes beliebige n: 

^(a'+b^x^j (— l)M.2.3.n.6* . (, _^,v /, a \\ 

— i-— '= . stn\(n+l)arc\ tangr::^-- l>. 

Wenn man in der Lösung der 17ten Aufgabe t'.b ffir b setzt, 
so erhält man für ein gerades n: 

und für ein ungerades n: 



oder wenn man nach fallenden Potenzen von x ordnet, sowohl für em 
gerades als ungerades n: 

Aach hier kann man in ähnlicher Weise, wie bei der vorigen Aufgabe, 
noch andre Ausdrucke, die nicht nach den Potenzen von «r geordnet 
sind, erbalten, nämlich für ein gerades n: 

'*"(i^+6^/ / ,,4 -1.2.3..:n.&»-* . (, , ,. /^ to\) 
— i — T— '= (— 1) -7======= . stn](n + 1) arel tang—— K 

und für ein ungerades n: 
^(g'+ftVy _i{^, 1 .2. 3.n. 



Ar» ^ 



1) . -j — . „ -cosKn-{-l)arci tang= — 1/ 
oder audi für ein beliebiges, sowohl gerades als ungerades n: 

** I a*4-6»j!* ) , „ 1 . 2 . 3...» . 6»-* (/ . ,^ / a\ 



20) jr = ^^„ii;- 

A. Wenn m gerade ist, so wird bekanntlich 

J_ = _L_ (_J L.| 

Ä— .^mr^i. cos + t . 8tn — ■' 

1 «^ m m 



x^ 



As=l *• — acos t.asm 

, . , m m 

• A— Xm 1 2A7r . . 2hn 

I ^ 1 . ^ *^ ^ 



lu^m-i -^ 2A7r , . . 2Ä^ 

A=l •*• — aco« +t.a«in 

m m 

also mit Hilfe von 11), wenn man noch setzt: 
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m 



V 



2h7t , . 

cos + a^ 

m 



. 2h7t 

asin 

m 

sin q)h = 



1/ jp^ — 2t a cos f- a^ 

V m ' 

\ ^"> — g*^ / __, 1.2.3...n ( 1 



(ar4-a/»+* 



1.2.3..»*^-* .o,j?^+ («+1)9.1 






>^— A=l .^1 ^»_2ar«cos ^ + «» j""* 

B. Wenn tn ungerade ist,, wird 

Ä«=^^ 2Ä7r , . . 2A« 

1 _ 1 _L. . _J_. « cos— +«.«n — 



Ä=l a? — acos vasiH 

A=^^ 2A7r . . 2h7t 

, 2 C05 1 . 51» 

, ^ ^ W »> 

■^ma"»-*' ^ 2Ä7r . . . 2Ä7r 

Äscl j; — acos \-t.astn 

an m 

also unter ähnlicher Supposition aTs vorhin 



^ j-m _ flin J ^ 1.2.8.,> » 



, TU — 1 ^ - 

loo „ ~^~ cos j— ^ + (n+l) 9)fc( 



A=l ^ / «2-2*0 cos ^ + a»y 



21) «=— ^^ — 



Unter derselben Annahme als in der vorigen Aufgabe wird für 
ein gerades m: 






— _1_— r— np — i_( 

für ein ungerades m: 

A=^^ j2Ä(p + l)7r . , ^,, ) 



Ä=l 1/ I jt' — 2 jra cos r " I 

1 i ^ y(— 2/g— 2yjr) 

o»+2/?ya;4-y»j:*|x (a»+2/9yjr+y«««)* 

•* 'a»+2/?y^ + y^oT» U («» + 2/9yj? + y^jc^)* 

2.3.y»j(a« — 2/9»)4/? 

1 j +(a«— 4/?*i4yj!'— 12/9y*J?2— 4yäa;»{ 

a»4-2/?y^+y*ji'» J,s ~~ (o*4-2/?ya! + y2j:*)* 

2.3.4.y*ja* — 12a2^+16^« 

— (a*— 2/?») 20/9y*— («»— 4/9*)10y»a* 

1 » _ +20/9y»a:» + 5y*^*j 

''*'«»+ 2/? yj:4-y2 05» i4x (a'+2 /Jy^ -fy*;r*)« 

2.3.4.5.y»j — (3a*— 16aV' 
+16/?«) 2/9— (o*— 12a VH 16/?*) 6 y^ 



* 7*5 



a*+2/?yj?+y9;r*>,5 Ca*4-2/?y4r + y*J?*)« 

5 



d«l 



d'l 
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2 . 3 . 4 . 5 . 6 . /J— a« + 24a« /?'— 80a» /?• 
+64/?«+ (21a«— 112aV*+lI2/9«)%« 

+ (a^ -— 12 a*/?* + 16/?«) 21 y»*» 
-(a*— 2/?»)l40/?yäa73_(a2— 4/?»)35y«a!« 
1 _ +42/?yS^«+73/«*«j 

iaH2/?ya?+y»^4x6 (a» + 2/9ya? f y**V~ ~ 

2.3.4.5.6.7.y'{(a«-10aV*+24aV*-l6/J«) 
.8/?+(a« — 24a«/?» + 80a V*—«*/?*) 8yJP 

— (3a«-16aV* + 16/?«)56/?y»^' 
— (a«— 12a2/?»+16/S«)56yäa;ä+(a» -2/3») 
.280/Sy«^«+(a2-4/?») SOj-Sx«— 56/S;/«a^ 
1 » -8y^xi} 



|a«+2/JyÄ-fyM«'- (a»+2/?y^+y2a;»/ 



Um den allgemeinen independenten Ausdruck des nten Differen- 
tialquoüenten zu erbalten, schreibe man zunächst: 

1 1 

"" a^+2ßyar+y^a^^~ (/?»— a*) — (/?+ya;)» ' 

dann kann man die Lösung der lOten Aufgabe benutzen, indem man 
«»=/?» — a», 6=1, jr=ß + yjt setzt, wobei wohl zu beachten ist, 
was im Anfang des §. 5 übep die Differentiation einer Function von ei- 
ner andern Function gesagt ist. Wir könnten hier ebenso wie in der 
16ten Aufg. verschiedene Fälle unterscheiden ; nehmen wir jedoch gleich 
die allgemeinste Formel, so wird diese durch die genannten Substitu- 
tionen in folgende übergehn: ; 

d»/__J_ \ ■■ 

_W±^ßyx±fx^f__ / ,>, 1.2.3.. ..n.y 

d^ ' ~ ^ ' ' (a«-|-2/?ya;+y».rV+» 

•S (« + !),»+! (/»*—aV.(/? + y *)»-«'» 
A=o 

Es wird aber, wenn man die Potenz des Binoms entwickelt: 
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*=n— 2A 
oder wenn man 2h+k=^p, also Ä:==p — 2 h setzt und beachtet, dass 

(H-2/i)A=(n — 2A)nu«fc--4 ist 

A<-i-» p = n 

A^o p=2A 

und wenn man nach $. 5 Nro. f die Summenzeichen vertauscht und 
zugleich beachtet, dass (n+l)ifc+i.(n— 2A)n^ = (n-f-l)n__p.(i)+l)jft+j 
oder allgemein , dass «r • r, =«,.(« — s)r^ ist, so wird : 

^\a^+2ß y j^+y^^} ^ 1.2.3...n./> 

= • 

p=:0 A=0 

welches ein nach absteigenden Potenzen von x geordneter Aus- 
druck ist. 

Anmerkung. Für den speciellen Fall, dass ß^ — a^<^o ist, 
kann man noch einen andern Ausdruck für den nten Differentialquo- 
tienten erhalten. Setzt man nämlich, ähnlich wie in Aufg. 18: 

cos g?= . ' 
und stn q> = 



yla^ + 2ßyar+y''x^ 
so wird: 

^\ a*+2ßyx+y^x^ ) _. 1.2.9....n.Hn(n +l) q) 



^^^ ^ - a'+ißr^r-irfa: 
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X 






d» 



^ , 2.y.|— 2a«/J— 3a*yar+y»K^ 



d« 



2.3.y*.j(a»+4/S*)a* 

''V+2/9ya; + yv43 (a*+2^y* + y*iB«)* 

2.3.4.y».{(aa— 2/?*) 

j____*____| — 10cf^y»a;«4-y»jr»| 

a*+2/?ya-+y''a;V~' (a" + 2/?y* + y»aT«)» 

2.3.4.5.y«.j(a«— 12a*/J«+16/?«)a» 
— (««— 2/?*)24a''/JyaT— (««— 4^«) 18 

a: \ .aVa'''-H0a«/Sy»^'+15aV^— y*»*! 

ö^+l^yH^y^Lsr (a«+2/Sya-+y**'*)« 

2.3.4.5.6.y». |(— 3 aH 16«*/?* - 16 /?«) 
.2 a''/?— (a*— 12a*/?«4-16/S*) 7«*y» 

+ ( a* — 2 /?*) 84 a" /?y^ o;« + (a*— 4 /?») 

.35a^yäa;«— 70a?/?y« jr«— 2IaV«* 

^.yi-r'j 

*+2/?ya?+y''^*U~ (a'' + 2/?ya;+y*;p*)' 

2.3.4.5.6.7.y«.|(— a«+24a«/9'— 80a*/?* 
+64/J«)«'»— (3a«~16a*/J* + 16/?«) 
.16aVy*+(«*_12aVH16/?*)28aYa!« 
-- (a«— 2/?*) 224 «'' /? y%» _ («» -4 /?•) 

.70a'»y*a;«+I12a'»jffy«a;» + 28aV*' 

.— y«*8J- 



I« 



d'- 



a* + 2/?y x+yVLr (a' + 2/?y x+fx^) 
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Auf dieselbe Weise, wie man den allgemeinen Ausdruck des 
fiten Vifferentialquotienten bei der vorigen Aufgabe aus dem der 16ten 
ableitete, so kann man den gegenwärtigen aus denen der 16ten und 
17ten Aufg. zusammengenommen erhalten. Man muss nämlicb den 

hier vorliegenden Bruch ^ , ^^ ; — r-^, um ihn mit denen in 16 

und 17 vergleidien zu können, in folgende zwei zerlegen: 
1 /*+/•*• ß 1 

Dann ergiebt sich unter denselben Annahmen als vorhin: 
j.( ^ \ -( 1^. l-2.3....n.^-> 

yM-» «»+1 + :^ (n+ i)p+t y^-P x^p 

»=1 



wobei zu bemerken ist, dass das Glied (ß^ — a^) « nur dann mitzu- 
rechnen ist, wenn p eine ungerade Zahl bedeutet. 

Anmerkung. Auch hier kann man für den speciellen Fall, 
dass ß^'^a'^'^o ist, ähnlich wie in der vorigen Aufgabe, noch einen 
andern Ausdruck erhalten. Wenn nämlich 9) dieselbe Bedeutung wie 
dort hat, so wird 

j. ( * ) =(_i). l.2.3....ft.y-' 

.jco8(»+l)y— ■-£-— »m(n + l)yj. 

oder wenn man nodi ßssa.sine setzt: 

_ 1.2.3....ii.y»-* co«jc + (n + l)9pj 

1 
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d» 






( 1 ) _ 3 6«(3a'jr— 26'j:») 

i 1 > _ 3 6« (3 a« - 24 g' b^x + 8 6«;g») 

j 1 I _ 3.56«(15g«— 270a«6V.+360g^6*a;*-486V) 

_ 3.5.76«(105a«a;— 630o<6 V +5n4o''6*x«- 486V) 






(a»+6**2j7^aZ + ft4^2 



Wenn man zur independenten Bestimmung- des nten DitTerential- 
quotienten gelangen will, denke man sich für einen Augenblidt. 

-^s=.tangq) gesetzt, wodurch 
a 

dyx^= sin<p.d<px=^ isinq) . cosq)^^=^ ^cosq)^.tangq> 

A'^yx2 = — "3 . cos 5p5 (1 — 2 tang (p^) 

u. s, w. wird, 6o erkennt man. leicht bei fortgesetzter Differentiation die 
allgemeine Form der Differentialquotienten , deren allgemeine Giltigkeit 
sich durch den bekannten Schluss von n auf n-{~l nachweisen lässt, 
nämlich: 



'^Ij?f5-'L=<-"""-^-""''*' 



j2n 2» 2n 2» 2n . 



und 



8» 

J2n+1 2n+l 2»4.1 2n+l i 

•I i4o tgip—Ai tgq)^+ A^ tg g)K.,. + (—l)^ An fff gp^^+^j 
oder wenn man wieder rückwärts tgq)= — , also cos (p =- 



einsetzt: 

• |/o Ä?** — Ai a^-'^ h'^Jc^ + ^2 «^"-^ ^* •«•*— ••• + (— 1)"Z &^ ^'" I 
( 1 J . &"«+! 



I2n+1 2n+l 2n4.1 ) 

Indem man den 2nten Dififerentialquotienten zweimal hinterein- 
ander differentiirt, erhält m^n Relationen zwischen den einzelnen Coef- 
ficienten, aus deren richtiger Beachtung sich folgendes allgemeine Bil- 
dungsgesetz ergibt: 

2f» I (2n) .(2?i— 1) (2n— 2). . ..{n—'p + 1) |" 

A,^ .1.2.3..,.(2p).2'-^'> ' (für i) = o wird 

der Nenner =2^) 

2n+i |(2»+I)(2n)(2»— l)....(n-~|)-fl)|* 
^^^ 1.2.3....(2|> + l).22«-2p 

Ordnet man die Entwickelüngen nach fallenden Potenzen von x, so 
erhält man allgemein, sowohl für ein gerades, als für ein ungerades n: 

P<T jn(n— I)(n — 2)....(p + l)P " , ' 

• S ^ ^ l,2.8..,.,(w-2i)).2^P • ^ •'^ .o— ^ 

wobei die Facultät 1.2.3...(n — 2p) im Nenner, für p = -^n, der 
Einheit gleichzusetzen ist. 
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"'^ *=Vl^=OT 






y<T Jn(n-l)(n-2)....(p + l)r 
S 1.2.3...(n-2p).2'P •" •* •* • 



^jar + b^x* 



fVä*±6^ajV (a*+6ax»)*Va»±6='^' 

jj a> I _ 3.5.a'ft^(3a*qp36a'fc*J!-* + 246*s*) 

I g I __ 3.5.7.a»fe«(15a^j-+60a''ft»a;» + 24fe*x') 

3.5 . 7 .a*6* 
_ _ .(15a«+560 0*6»»» +720a'ft*a;*4:i92d*g*) 



= + 



Um das independente Bildungsgesetz des nten DiffcreDtiah|ao- 
tienten zu erhalten, hat man nach II. §. 5. a 

r >/a*±6V'j^ Va*±6'»V Wa»+ft»a?V 

also mit Hilfe der beiden vorhergehenden Aufgaben 24) und 25) nach 
einiger Reduction: 
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"7"l\n— 1 



iV^^+i^V ^"^^^ (a'±6*^'r>/ö'±&V 






•J <±^"'(p+J)tt(n+l)"l.2.3..(tt-2i>_l)2«P+^* 
27) y=>/ö^±6^ 

also mit Hilfe der vorigen Aufgabe: 



=fl~2 



«=o (J>+l)(»-l)nl.2.3..(w-2j)-2;2^+*' 

28) j = Vo'±6'«> 

d" |V?±Fi>ia*= (±1)"- (a^ + fc^V" ■ 

Anmerkung. Hieraus ergibt sich auch als specielier Fall der 
TOD Jacobi {Crelle's Journal XV, S. 3) gefundene Satz, dass für 

wird, wenn man nur beachtet, dass man nach einer allgemeinen go- 
niometrischen Formel 



■-1 — 1 



sin t *= 2 (— 1)P . 2*-"*P-'^ . (i—p—l)p . sin» . cos«*-*^^ 
p = o 

hat und dass 

6 
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1.2.3..(t-l).(2i_2p-l)i_,p-i(i-4)p=3*~"~'.1.3.5..(2«_l).(i-p-l), 

ist. 

29) y=(o» + 6»d:'>" 

d«J(a» ± 6' x'ylx' = (± 1)» 1 . 2 . 3 . . . n . 6» . (o' ± b» «»>/*-" 

P>~T 

• 2(±1)''(2^— 2j»)»_,p./<,o»''6»-»i'««-'' 

30) y=a!(o'±6»jr')A* 
d»ja?(o»±6'a;')'"ja;n = (±1)" .1.2.3. ..n.6» (a^ + 6' j:»)/*-" 

3i) j/=a?'(o'±6'«')'* 

d«ja?'(a'±6V)^j^«=(+l)^1.2.3...n.&»(a'±^^V)'*""^ ^ (+1> 

32) j/=(aa;*^+ fjr^)"*, unter der Voraussetzung, dass m eine posi- 
tive ganze Zahl ist. 

d«|(aÄ-« + 6a?^)»»[^«=:l . 2.3. . . .naP'x' 



,m« — » 



^ mp(-)''[ma+p(/9-«)]».»P^-«) 



P=o 

33) ysrCa+VM*" 

. (a + V^''*^^ • Ä^^ 

1 JL , ^ 

d3y;,8==m(fii— 1) (f»— 2) . 25.6«.(a-f-V&«)'"""^-«^"*^— «»(iit— 1) 
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d V»« = m (m — 1 ) (ot — 2) («1 — 3) . ij. 6^. (o + Vj^«»-« . «■■•^ 
— m (w — 1) (m - 2) .|j. b^.(a + Vto)'»-s . x~'^+ m (m— 1) . ^ 

d V = m («,— 1) (m — 2) (m— 3) (»» — 4) . ^ . 6"^ . (0 +>/«!*>"•-* 
. «~'^— 1» (m— 1) («»—2) (m— 3).^.6 " . (o + V»«)'»-* . ^""^ 
+ m(m— 1) (»,_2).^.6'^. (o-h/6i}»^».(r-^-in(m— l).y^ 

. J ='. (a + V6«)'»-' . *~ »+ m . ^. 6 *. (o +>/<»«)•»-*. af~ * 

Hieraus ergibt sich sehr leicht, dass man im Allgemeinen folgende 
Form anzunehmen hat: 

n-p n . (n'\'P\ 

Setzt man einer Seits hierin n -f 1 für n und dififerentürt andrer Seits 
diesen Ausdruck noch einmal in Bezug auf x, so ergibt sich folgende 
Bedingungsgleichung : 

/2±p+i\ 'Zi'^,,^ 1.2.3 (n— p + l) .»iighi 

p = n — 1 

» , f»±p±}\ ^^ . ,.„ 1.2.3...(n— ü) 

p=zo 

. 1>»-P . (n +p) . ij, . (a + V6^»»-«+p . Ä''"V~2-; 

Setzt man in der letzten Summe p — 1 für p, so erhält man folgende 
Relationen zwischen den Coefficienten : 
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n+1 n n 

a) i<p=aip +(n-fp— l)i*p-i 

c) Än = (2n—l)An+i 
Schreibt man in der ersten Gleichung r für n und bildet dann die 
Summe von r=l bis r=M — 1, so wird 

rc=-n - 1 r=n — 1 r^n — 1 

r=l r=l r=l 

Die einzelnen Terme des ersten Gliedes der rechten Seite heben sich 
gegen die einzelnen Terme der linken Seite auf und bleibt nur links 

Äp und rechts Ap stehen. Wenn aber p>o, so wird Ap=: o, mit- 
hin resultirt: 

r^n — 1 

Ap^ Z, (r + p—l)Ap^i 

Indem man hierin für p nach einander 1, 2, 3,.... einsetzt, erfaUt 

n 

man sehr bald den allgemeinen Werth für Ap, welcher sich durch die 
Relation a) leicht yerificiren lässt, nämlich 

j ^ (n—p)(n—p + l)(n—p + 2)....(n+f — 2)(ni'p — l) 
^ 2P.1.2.3....P 

Sonach wird also unser gesuchter Differentialquotient: 

m(m — 1) (m — 2) (m — n+p+1) 

_ p=n— 1 .(n— p)(n— j? + l) (n+p — 1) 

d^\(a + ^bxf\af^=z X^—^y- 2». 2,4. 6..-. 2p 



p=o 






34) yt=:e* 

35) y = c«+^* 
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d5y^6 = 86^e«* + ^^.J46*a?«+206»a?3+156*j 
iiy^7=:l66^e*' + ^*^.J86^a:^+846«Ä'«+2106»J?3 + 1056arj 

5) y=: (a c^ + 1> c''*)"* , unter der Voraussetzung , dass m eine posi- 
re ganze Zahl ist 

p—o 

) y=logjF 
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D» ^^=1 ist, .0 wird d^Vogx}^ ^^'\iU ^ 
nach Beispiel 2 in diesem §: 

41) y=%(o+ftaj) 

Mit Hilfe von Aufgabe 11) wird 

42) y = %(a»--6*a;*) 

_ 26'jr 

._ 26'(6';g« + a') 
"*' ~ (a*-6'a;*)« 

« ._ 46«(6»a;» + 3oUg) 
** ~ (a»— 6»»')» 

,4 ^_ 126«(6«a!« + 6aHW-f-a*) 
*y*- (a»— ft'a;»)* 

,5 , 486''(6'a;»+10o»t8jr» + 5o*t*) 

P=o 

43) y = %(o*+6»a5») 

j»)i / » I 1.2 ix I o 1.2.3....(n— 1).6» 
d»{ log (a'+b^x^) {^ = 2 („»^^»^j, 

y=0 



") »=Mi^) 
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spiel 16) 

( ^ \ a — fcj; /Ire» (a* — 6* j?^)« 

Allgemeine Bemerkung. Wenn man überhaupt eine Fun- 
ction einer Potenz der unabhängig Veränderlichen x hat und man 
sucht den Differentialquoüenten einer höhern Ordnung dieser Function, 
so erhält man aus $. 5. b) (pag. 18), wenn man darin z=j^ setzt: 

k=zn k=k 

d^Ui^^^ 1^^ ^^^ 

d* f (z) 
wobei /* (jr^) = ' j^ ist, wenn man nach der Differentiation « =a>l 

setzt, und wo Är^^ und {hX)n respective den Aten Binomialcoefficienten 
der Arten Potenz und den nten Binomialcoefficienten der (A.A)ten Po- 
tenz bedeutet.' Für Diejenigen, welchen das Lesen der Summenzeic^en 
nicht geläufig ist, mag dieselbe Formel noch in folgender, weiüäufige- 
ren Gestalt dastehn. Es bezeichne : 

dann wird 

4-Xx'»^/(">(a?A)| (B) 

Diese sehr allgemeine Formel hat offenbar den Nachtheil, dass sie 
nur in den seltensten Fällen nach den Potenzen von x geordnet sein 
wird, da die yerschiedenen Differentialquotienten von f{x^) natürlich 
wieder Functionen von x sind. Um diese Anordnung nach Potenzen 
der Variabeln in den Fällen, wo es möglich ist, zu erreichen, werden 
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jedes Mal noch besondre Untersuchungen und Transformationen erfor- 
derlich sein. 

Nimmt man z. B. f(s^) = (a + x^y* , so wird nadi der obigen 
Formel 

k=n h=k 

i=l A=l 

nun ist (a+x^y-^ = (o+ar^)'*-" • 0»+«^)»-* 

t=tt — k 

= (o+a;^)/*-» . X (»»-*)io»-*-* .«^ 



^j(a-fx^)^i:,.= ^-'''-";l'' + "'^^~" . X 



oder i— fc für t gesetzt: = (a+a?^)i"-^ . ]^ (w— *)<«* a^*.a;^-" 

f=i 

also 

Ä: = n 

Wenn man nach $. 5 f; (pag. 20) die beiden auf die Indices jr un^ 
t bezüglichen Summenzeichen vertauscht und darauf nach §• 5 e) 
(pag. 20) auch noch die auf k und h bezüglichen, so wird 






. X <'"''^'^ X X (-i)*+v*.*/i.(»-*)i-ik(AA)n (C) 

Da nun ^u -l^h^ l^h^iH-^^k-h ist, so wird zunächst unsre erste 
Summe 
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und wenn man beachtet, dass 
r(r— l)(r— 2)....(r— »+l) 

_ (— 1V(— r)(— f + l)(--r4 2)....(— f + «— 1) 

1.2.3...« 
^ (-l)*(-r+»-l) (-f+»-J-l)(-r-H»-l-2)...(-r+a-l-(«— 1)) 

r.= (— 1)*.(— r-f-»— 1). (D) 

also (»— Jr)i_*=( — !)•-*.( — ii4-»— 1)*-» '«t. so wird: 

S (— l)»+*iu» ür» (»— *)*^ (Äi),= (-1)«+* ftH (UX 



• % 0*— *)*-* (— n+t — l)i_t 

mit Berücksichtigung aber, dass 
W 

oder nadi dem vorigen Satz {D) 

= (— l)«'(-u— ü+j» — Dp 

S (— l)»+V* h {n-k)i^ {hlU^fiH (hX)n (n — ^X-k 
UiA 

Gemach wird Gleichung (fi) folgende Gestalt annehmen: 



»j(a + ^y-i^=^^-^-"-^;+^>^"" 



. ^a«»-^*^^ SiWü(A^)«(»-A*)i-* W 

Wenn man auch diese Formel für die in der Lesart der Summenzei- 
di«p weniger Geübten nach mdrer Weise schrejiben wollte, so würde 
es so heissen: 

7 
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Es bezeichne 

Äi^Hi (^)n (n — iU)i-.i + ^l^ (2 l)n (n — |t«)i-,2 + fiz (3 X)n (n — fik-z 

+ .... + /Ui(ti)n (n — jU)a 

dann wird r = 

*'{(a + '**T(rc«= ^i;^ — ' ' — 

fi 

. jiia«-ixA+A2 0«-'^x"-A+i3a»-3^3A+...+;i^^ ..... (ff) 

Die oben unter ( A) genannte allgemeine Fprmel für den, Uten Diffe- 
rentialquotienten einer Function von s^ lässt noch unter gewissen Be- 
dingungen, die über l getroffen werden, geschlossenere Ausdrücke zu. 
a) Sei zunächst A = — 1 , so wird 

Nun ist aber nach der vorhin angeführten Gleichung (£), wenn nm 
darin u= — n — 1, v = k, p=fr— rl, j— A — 1 setzt: 

Ä— l=ft— 1 

^ (— M— l)^_l.Ärfc_l_;^_,)= (— n + *— l^k-i 

Ä— 1=0 

I 

und wenn man auf den ersten Factor der linken Seite und auf den 
Ausdruck rechts die Gleichung (D) anwendet, so wird 
h=k 

X (— 1)""' (n + A - l)fc-i • **-* = C - 1)*-' . (M-l*-! 
A=l 

was auch, mit Berücksichtigung dass kh-h^h und (n + A— 1)»^ 

= (« + A— 1), oder nach (Z>), =(— !)».(— A), ist, übergeht in: 

A=fc 

X (- l)*+*Äft(- A)„ = (- 1)» . (n- l)t_, . 
A=l 

Hiernach wird unser Differentialquotient i 
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ß) Sd l=s2, 80 wird nach %. 5. c) (pag. 19), wenn man darin 
y* IBr y setzt 

^/(^■. ^V>" .-„.. / (7-')' , 

Ae -"" -^ 1.2.3..*' ^ ^' rfo-» y=J^ 
*=l ' ' 

wo die Marke |y=a?| bedeuten soll, dass nach der Differentiation 
y = jr gesetzt werden müsse. 

Nun ist nach §. 5. a) (pag. 16.) 

Nach %. 6. num. 10 (pag. 24) wird 
d9\ 



X \*-P 



Diese Grösse verschwindet wegen des Factors k^ für jedes p, welches 

>Jfc ist und wegen des Factors i 1 j für jedes p, welches <Cfc 

ist, wenn man darin y^x setzt; sie erhält nur einen von o verschie- 
denen Zahlenwerth, wenn ps=ür ist, sie wird, wenn man nach der 
Diffi^entiation ysjr setzt 

" ^^ • ^? • 

Der vorherige Summenausdruck, welcher = — ^ . war, wird 

also nur dann einen von o verschiedenen Werth erhalten können, 
wenn p = fc ist, dadurch wird 



»2 

Setzt man dieses in unsern gesuchten Differentialquotienien, so wird 

~d^^^ (2^)» •^J^rxirr*'^^*^ -^^ 

y) Sei A=i so wird nach 8- 5. c) (pag. 19), wenn man darin 
y* f ör y setzt: 

^/U^) __ y ^^ ^/ ■!■) Vy- / i , 

da» ""i^ill-2-3.-.*' ^ "^ rf^ jy=*j 

Nach §. 6. Nro. 33) (pag. 44) wird 



(^-')' 



d'» I — — 1 ) p=n-l *(fr — 1)(*— 2)....(fc— n+p+1) 



(te» ^^ ^- 2^.2.4.6....2ii 



JL . \i^HI+f 



(JL \i 



n^-p JI-4-P 

Für die specielle Supposition y = a; erhält dieser Ausdruck offenbar 
nur dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn p = ii — ir ist, 
wodurch sich ergibt: 

*.(i — l)(fc— 2)...2.1. 
_jl_J_i )-r_n»^ .k(k+D{k+2)...(2n—k—l) l^ 
da» }y=^j ^ ^ • 2'».2.4.6....(2n— 2t) 

mithin unser gesuchter Differentialquotient: 



K'i-')' 



• _^> 



ib=n 



»/(^^) -. JL V r_l^«-» *•(* + !> (»-f2)..,.(2it-ilr-l) 
daf (^)'ic~l ' a. 4.6. ...01— 2k) 

. «'S"./* (*V {K) 

) für k^n der Zablencoeffident = ' irird. 

d» U« jur j^, «. — f « wupa» = p» . «11 ( IMr+^ ) 
il»[ii».j»x j^^ — p««wpx = i>«.«i»/|»»4- .^J 
d* I «A»P* [^«=P*»»»pjr=j>« . «•»( p*+ .|^ I 

*• I ««p« 1^ =» p» . «fUl JMT + ^ 1 

16) y = eospc 

7) yaB(iiiipjr)"» I 

Durch wiederholte Differentiation ergibt sieh leicht die Form: 

(P»l (stn jw)« } n^ = P*^ IS (— *)*^* • ^* • («»» pa?)»*-'^* 
' '*' fc=o 

od hieraus 

Durch nochmalige Differentiation erhält man fär die Diff^refMial- 
lotienten gerader Ordnung folgende drei recurrirende Gleichungen: 

tH-l 11 



« 
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Setzt man in der ersten dieser Gleichungen r — 1 für n, moi- 
tipHdrt sodann auf b'eiden Seiten mit (m — 2Jr)^'~'^ und nimmt die 
Summe von r = Jt + l bfa f = ii, so wird: 

X (m— 2*)^'^.lik« X («»— 2*)«"-^+2 .'i : 
r=Jlr+l r=Jlr+l 

r=n '• 

+ («— 2*+2)(m— 2t+ 1) X («— 2t)»r*.'iuLi 

■ 

Wenn man in der ersten Summe auf der rechtenr Seite desjGleicb- 
heitszeichens r+n für r setzt, sie darauf mit der linken Seite Terei* 
nigt und beachtet, dass die' dritte der vorhin genannten redoiprirendeii 

Gleichungen für » = *— 1 .gibt : Ak= («i— 2t -^-Z^wl^ik+liAk^u 

so folgt: 

• •■ •• • ••••••«• 

r=n 

i*= (m— 2fc + 2)(m— 2t+l> X («— 2fc)^*''2^i 



' • • 



Wenn man hierin der Reihe nach 1, 2, 3, .... f ur Ir einsetzt und 
dabei berücksichtigt, dass aus der zweiten der obigeh Tek»|rrii^eiideA 

n n— 1 !•— a «—3 1 

Gleichungen io=»»'^o = »»*'<*o = »»*ilo«'-w*^*io ~w^ folgt, •• 
ergibt sich folgende Form für den Coefficienten Ä, dessenj 'allgemeine 
Giltigkeit sich leicht beweisen lässt, nämlich: 

Setzt man diesen Werth in die erste der drei obisen i^currirendtf 
Gleidiungen für die A ein, so erhält man folgende recurrirende Be^ 
Stimmung für die B; •** 

* __ (m— 2t-f2)(m— 2t+ 1) y •'• . 

Setzt man hierin der Reihe nach Ir, k — 1 , k — 2, . . « . ^ + 1 f ür i 
und multiplicirt alle diese so erhaltenen Gleichungen' mit einander, 
SO wird ' *u; : 



1 

lithin : ~ 

Ifenn man «aber in der ersten der drei ursprüngli(chen recurrirenden 
Gleichungen Arten -f 1 setzt urid die dritte davon' siätrahirl, ergibt 



ndii»4.i = o> mithin '~ 

oder: o= ^ 4* Ää (2ii + 2— m)n-h+f(m-:r-2Ä)*H-» 

woraus man, indem n allmälig ei^O, 1, 2, . . . gesetzt wird, Be- 
dingangsgleichungen zur Bestimmung der verschiedenen B erhält. Man 

iNnacbt mir nocb Bo 2u kennen. Unf dieses zu erhalteil , sei^ niian 

n 

ia den vorbin für Äk gefundenen Wertb, Irs=o, so wird, mit Be^ 

n 

rfidsichtigung des obigen Werths Äo^^rn^: 

m 

^: Bo = l 

Hit Hilfe dieses Werths findet sidi dann: 

* 1 

folglidi: ; : . 

A=so. 
Heraus ergibt sich das Endresultat: 



5« 



. X^h.{ik—m)k^.(m—2h)^'^' 






Anmerkung. Wenn m eine positive ganze Zahl ist, wird, 
wenn es gerade ist 



m 

raco 



'» 



und wenn es ungerade ist 

48) yÄ(co«px)*" 

Ä:5=ii 

. X^h. (2*— m)ik-fc . (m - 2A)*»+« 

Ä=0 
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d«M..{co.p,)«!^,^.=.(-i)^'.p".. X ^"'^"^T ^'^'^^^ 



h=k 
. S mfc . (2 1— m)»_fc . (m— 2 »)*•+• 

Anmerkung. Wenn «i eine positive ganze Zahl ist, wird 
y = (CO»/«?)" = ^ X*>hmim—2r)px 



49) y=:tangx 

Da dJ^anjorj = |»co«ar* ist, so erhält man mit Hilfe 

i ur cos ^ 

des vorigen Beispiels 

d^\tan9x\^^^ (-l)-.2'M..«-„«. J^--_L^ 

Ä=l 

A=fc 

. ^ (-!)*.**•+'. (2 Ä)»^ 
A=l 



ni. Differentiation impliciter Funktionen zweier 

und mehrer Tariabeln. 

Wenn man eine Gleichung zwischen mehren Variabein hat^ 
2. B. f{x^ y, «, u, ....)'^o, so erhält man am leichtesten die zu* 

8 



V3 

~|~ •• •••• •♦• 
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gehörigen Differentialgleichungen, wenn man alle darin vorkommenden 
Yariabeln als Funktionen einer neuen Variabeki, etwa t, betrachtet, 
wodurch sich ergibt: 

'^\da:.dyy dt'dt^^ds.itydt'dt ^ 

"^^Idy.dzyTt'lt^ Uy.dul'dt' d 
_1_ . , . . , •.■ 

^\df\d\v idn di» , rrf/1 d^ 

+ {diV dt-' "*" LrfyJ* dt»""'"Ld«J' A* 

wJi dt rVdy^W dtridz^nTtj 

'^\dx^.dyy\ dt }'dt^\dx^.dzX\ dt j' dt^' 
+ ^L5^^^J"\ dtJ'Jt'^ 

+ — 

gl" d^f 1 (te dy dx ^ r d'/" - i rf^ d^ d« I _ 

"^ L(/a:.(/^.daJ' rf/ ' d( ' dt Vdäedy du]' dt' dt' dt "" ) 

"T'^'LdPj" dt ' dt* ^ \dy^\' dt'l^ **■ 

, „rj^/Ll ^ d^y r d'/" -i d^ dy 
"^ Ld.r.dy.r d/ ".dr* "^ Ldr.rfyJ' d(» " dt "^ 

+ • 

rd/;-| d^ , rd/'-] d»y 
■^LdxJ* dt»"*"LdyJ' d/3 "^ 

Hier sollen die DiiTcrenlialquotieiiteik;^ die ia eckige Khnuaerf^ eine^. 
Schlössen sind, partielle Differentialquotienteo bedeuten. Sind eine 
oder mehre der hier vorkommenden Variabein, z. B. o: und y, un- 
abliangig veränderlich, so warchia alle diejenigen. Tenne der vorste- 
henden. Gleichungen, welche, deren höheren Differenlialquotienten 



• • • • 



-7-s", T-T» -rs-f -T-1»"« I enthalten, verschwinden und man wird 
dt^ dt^ dfl dt^ 1 

[ann die Differentialquotienten bezüglich auf «irund y ef^lten, indem 

aan beachtet , dass man bei der Vertauschung (kx unabhaRgig Yeran- 

ierlichen ganz allgemein folgende Reiatioh^n bat-: 

du ' •'/ :',. .;\ 

itt^ dt 
ix djc 

u 

dx (i*ti du d^x 

\dt) 

( dxy d^ „^ d}x ^ I Q** /^\*_^ *i ^^* 

dh_ \dt} ' dfi ^Tr dt^' dt^^ dt'X dt^ ) dt'dt'Ji^ 

( dxY 

\Tt) 

u. s. w. , oder , wenn die höhern Diff'erentialquotienten Yon x ver- 
sdiwinden, einfach 

du d*M dhA 

du dt dhi Jt^ d^u dt^ 

U. S. l¥. 



dx^ 



dx ds'dx'^ l^Y ^* 
dt \dt} 



m' 



Beispiele. 



X — y 

dx n(x^—y'^)—2xy 

^)^ X^—y^ ^ 

ix ^x^y 

3) y* — 5aa?y + aj* = o 

dj_ gy — x^ 
dx y* — ax 



4) ey = a^'^ (« ist wie gewöhnlich die Basis des natfirlidien I 
rithmen- Systems) 

äx"^ x{l — logjt) 

5) y'— 3yare(«m = *) + »•= o 

dx (^gZ_^i)^iZriA 
m* sin x* »* «m* ( jr + y) 



6) 



a* — m* a* — n* 



0?^» V a« — m«' 



dy__ «•_ / «2 — »* eosjc - 



dx n\ a* — m* ' CO« (^+y) 

7) gsinxssjrare{tg==y) 
dy_y_ , JTCoyx— ititar 
rfa? ~ *• ^ "^ ^ ^ •«- (1 +y^)iinx 

8) a?jf=tfrc| tg=^— i 



»)i=-(«-f) 



1 


iy_ y 




< 


<X X 




10) 


gJogxTssx.logg 






dy _ y y x 


*logy 




dx X ' X — y 


. {o^ a; 


11) 


y . «m» jr = ae**"Hr 




dy_ ny ., 
dx \ — y^ 


cotg nx) 


12) 


xy == log (e^y + r-'J') 




^y y 

dx X 




13) 


y=^x .logy 






dy_ 1 


. y' 



dx 



£./ i_-£.V *'^ 
y \ y / 



61 

14) y . toj ««=*.% » 
dg _ g^{logx—l) 
dx x*ilogy-^L) 

15) g .hgx=s w .$in p 

rf.»_y/ y— «wy \ 

dx x\ ycosg—sintf ) 

16) i«.V*' + y'=*'— y'+»»V**+y' 

dM_ a;(g» + .V) «ta; y(y' + 8a?') dy 

17) «s= or«( «any =-t: 1 
dw y dag ^ dy 1 ( djo dg 

<^« 2icy /dy\» 2 (jr«— y') d» dy 

d?"°'(*» + yVU*/ (**+y»)*' *•& 

2agy /da;\* y d*x x d!*y 

~~ (»*+yV 1*7 'B'+y* * <*«' x*+y' dfl 

d*u_ 2x(g«-3y») / dg \«_ 2y( y'-3a!') / d» \» 
d7» ~ (»* + y»;» • \ dt ; '(x'+yY '[ dt ) 

6y( y^— 3j») / dy \» d«_ 6*(g'— 3 y') / d» \» dy 

'•' V+y*)» 'W* / 'd* (^»+yV '\ät ) -Tt 

6xy dg d^y 3(x*—y*) dx d^y__ 6gy ^ d^x 

"*'(«*+y')** dl ' dr» ■*" («» + y';* ' dt ' d/' (a;»+y'^»* dl * JW 

3t(y«— j») dy d2*_ jr_ d»y y d»^ 

(dr»+yV • dt' dt* x +y»' dl» "'■«•» + y» 'dl» 

18) i«=y* 

du , « d tf . , , daj 

^=*(«-i).r-^.(^)Vy.(%y)'-(§)V2y-« 

.(l+».%y).$.^+x.y-«.^+y-.%y/if 

19) u = y.logx 

du dy y djp 



M 









d«x d»y£«, d|f d^ £!» + „ 






« dx y ^» I £ ^_« 



'^^^•(f ) -^b^'i^i+p-yTt) +S- 



dr' "^6**d? 
, X d'* 

+ ?-d75- = " 



'^^ a»*dFd?'*"6»'d*'dt»"'"c»*d**d/»"'"o**dl«"*"ft«* d/« 

, % d'x 
+ ?*d7ä=« 

Wenn man hier und in den folgenden Beispielen eine der Variabeln, 
z. B. X als Funktion der andern betrachten soll, se miiss man aus 
jeder Differentialgleichung alle Differentialquotienten von x mit Aus- 
schluss des höchsten vermittelst der vorhergehenden Gleichung heraus- 
eliminiren. 

28) (*» +y^ + x*,* = 2a* (*» — y» + «*) 

a) («« + y' + ««— a«) j:. ^ + («* +*' + «' + «*;». § 



T 



or s; 



dj? dz . M dy dx . , f. , ^ , ^ •. d^jc 
dr A ^ A df ^ ^ ^ ~ ^ dX* 

I 
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«) (9x*-y-z) . £f +(3,«-<r-«) . ^+ {Sz'-x-y).^^ 









+ (3y»— *— a). 



df* 



+(3«»-^*-y).^ = 



')«(f)'+«(^')'+«('^f+'^'-f:-^r+i8,.ö 

dz d^s dx «t»« dy d'«.., , ,, . <*«» 

~^ d7-dl«^ ^ d7-d7^ ^■d7'd?" + ^^* -»-*)•«? 

+ (3,'-«-*).0 + (3^'-*-y).^=O 
•0) *«■ + Jry'= JFy » + jf» 

«) (.'+sr'-»»).^+(S^»'-««-«)-^-+(to»'-Ji»-S).jJ= 
(.,..,.('^)'+6,..('^;+2(3,'-.,.^.^+,„.._„ 



*• ^•■57- dl + '^^2' -^^-W d7^+^<^* -yVr-57« 



^ dJF dy d« 






• .J^ + (««+3f»-y*).^+(3*y»-*«-«). 



+ (3*«»— *y— y). 



9 
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31) s.logy—y.logx = xy% 






c. dx dz ^ dy dz I ^ y \ 

2y (dx\'2x /dy\' 3 (dTV dy 3(te/rfy\» 

y^ '^'{dil '^^'\ dt ) -^xi [li ) 'dF-p'-di-(rt) 

dx dy dz 3y dx d'^x 3* dy d^y 

~ Tt' di'dt'^x^'di''d?~'p^'7t'df^ 
.3/1 1 \d^^ dy 



- d'j- dz 
dt dt ■ dt 



A.^1^ ^ A ^^ ^"^y fi^^^y dz dx d*x 

- dy <P« ,/, y \ d'x 

/ - 0? , \ d^y d^z ^ 



32) xy + xz = y*-\-z^ 

a) (y'\-z).^+(x—2y).^+(x~2z^0 






+ (a>-2y)4i2^ + (-*— 2*)-£' = 



dt'dt^ 



y) — 6.^.^— 6. ^.^ + 3.^.-^ + 3. :i^.;; 



<i*a; dy 






. „ da; d*« , » da> d*« . , , . d'x . , . , d««- 



+ (*— 2a). 



d»i 



d( 







«7 

) Xy + xx + yz=xyz 

»2a-.).f.fj+2a-„.^.f+2a-.).f.^ 

(Ps d^v d^x 

a dar dy dz . ^ .^ . d} x dy . ^ ,^ . i^x dz 

I Q/1 \ ^•*' d'^y I Q/i \ d!^y <*« I Q/i \ dx d^x 
. «ZI X <^y d!^' . / . \ ^'j^ I /- I X d^y 

«) (is*—2siu — ys* — ytt^--TT+(4jr'— 2sr*u — icx^—xu*).-^ 

+ (4«' I 2xyz — a;*»* — yht).-r-\-(4!U* — 2syu — x'x — y**).— =0 
ß) 2 (6*»-,«) . ( ^ ) +2(6y«-»«) .( i£)V2(6*«-ay).( |? J 
+2(6««-.y).(-^)r-2(,»+«»).^.^ 

^ dy du . , . . dy dz 
-4(*« + »*).^-f.^-4(x,+y«).-^.^ 

+(4*«— 2a;sM— yz» -ytt»). ^^(4y»— 2y»M— a;«'— a;«*).-^ 
+(42«— 2a;y«— «•'«— y*M) --^ + (4tt«— 2*y «— af»«— y**) 



:= 0. 
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lY. Anwendung der Differentialrechnung auf 
die Bestimmung des wahren Werths einer Fun- 
ction, die für einen speciellen Werth der Va- 
riabein in unbestimmter Form erscheint. 

8. 8. 
Die Form einer Function wird unbestimmt: 

w(x) 

a) wenn /(a?) = V7-:= tt wird, für den speciellen Werlh j?= 

xp(x) *^ 

Der wahre Werth wird: p^^tj^^^^ ■- = & ' 

wenn die (n — 1) ersten Differentialquotienten von q){x) und von 
^(or) für a?=:a verschwinden, während der nte Differentialquo- 
tient von einer der beiden Functionen oder von beiden nicht 
= wird; 

b) wenn /'(j:)=^^ = ^ wird, für den speciellen Werth a? = a. 

Auch hier ist 9^^^t^ 

rp (a) yj' (a) 

c) wenn f{x):=q}{x).\pix)=^^.^ wird, für x=ra. Man darf 
hier nur die Function entweder unter der Form f{x) =-^-5 — 

oderf(x)= ^^ schreiben, wodurcli man einen der beiden 



vorhergehenden Fälle erhält; 

d) wenn f(x)=z — ^ — £_LJ = ao — ao wird, für jr=a. Indem 

co(x) rp (X) 

man beide Brüche auf gleiche Benennung bringt, erhält man 
den zweiten Fall; 

e) wenn /'(ir) = |qp('iP){ entweder =0^ oder =qdö oder =1Q^ 
wird, für a?=a. Da aber f(x)=sse^<^yf^^^ ist, so wird f{äs) 
= c'^W-^^^^C^), wobei dann nur der Exponent yj{x) . logq>(x) 
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eine der vorher genannten unbestimmten Formen erhält und 
demgeqaäss zu behandeln ist. 

In manchen Fällen ist es zweckmässiger, statt des genannten Ver- 
fahrens das folgende anzuwenden. Man setze a^-h für x in die 
Functionen q){Ji:) und tpOc) ein und entwickele sie nach den auf- 
steigenden Potenzen von h, wobei mehre der Functionen q)(ä), g>*(a), 
y"(a).... und ebenso tfj{a), t/^'(a), xp''(a).... der Voraussetzung 
gemäss verschwinden werden. Dann wird sich der übrigbleibende 
Bruch durdi eine gewisse Potenz von h heben lassen. Nachdem man 
dieses gethan , setzt man A = und erhält dadurch den gesuchten 

I 

. wahren Werth von /(a). 

Wenn Zähler und Nenner eines Bruchs Functionen zweier Va- 
riabehi x und y sind , zwischen denen noch eine Bedingungsgleichung 

f(jF, y) = gegeben ist, und der Brudi wird ^ für gewisse zusam- 
mengehörige Werthe a und h von x und y, so kann man vermittelst 
der Bedingungsgleichung /(x, ^) = die eine der beiden Variabein 
\ aus dem Bruch herauseliminiren und dann nach den obigen Regeln 
verfahren. Man kann aber auch folgenden einfachem Weg wählen. 

Es sei u = Vt \ und zugleich f (x, v) = , ferner sei 

Vr^^-r^ d^» hat man u.xpQß, y) — q){jc, y); mithin durch 
Differentiation : 

Setzt man nun hierin x^=:a und y=^b, so verschwindet das erste 
Glied der linken Seite wegen der Bedingung \p(a, 6) = 0, und man 
erhält eine Bestimmungsgleichung für u ; würde auch dieser Werth 

= -T-9 so wiederholt man dasselbe Verfahren« Diese Methode ist be- 
sonders in dem Falle von Wichtigkeit, welcher in der Anwendung am 
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häufigsten vorkommt, nämlich wenn ti=: ^ ist, wobei sich dann so 

dx 

gleich ergibt, dass der Differentialquotient -j^, wenn er ßr gewiss( 

Werthe von x und y scheinbar unbestimmt wird^ in der That mehr- 
deutig ist, da man zu seiner Bestimmung eine Gleichung böhern Gra- 
des erhält. 

8. 0. 
Beispiele. 

I) u=— -: für x=a, wird u=-S-= — a*^r* 

ä" — a* n 

mx^ir^-^m+l)a^n.^l , ^ m(m+l) 

Z) u— a;i— 2a? + l ' ' **— o "" 2 ' 

4) u==-7 — , a o 2 ■ 11 ?5 für x=5, wnd u=-g.=^ 

ft^ „ — ?__2_r__i6riX32. ffir«.— : 3. wird ii=s-2-Ä ISÜ 

6) «-;^i^3_^^_X'*^^^- ^, wirdü-o- 59 

__^*--5xH4 (für ap=+2, wird M=-g-=-|- 
^^ **-aj«_3xa— 4' (für a? = — 2, wird u^-g-»—- f 

x*+3 j:^— 7^^— 27a?— 18 ^ jfür jr= + 3, wirdu=-g-= 10 
8) ^-,r«— 3^'-7a7-^+27^-18' ifür^= — 3, wirdu«^ = i 

4 1 3 n 2 n-.iiQ (fura?=l, wirdu=-g- = -|. 

II) ^=^ A . o 3 , o > 2.0 — 3~7 — A» iurj? = — a, wirduB-§-ss2( 
' a*+2a^ar+2a'iC^+2aJF^+ar*' ® 

x^-'-jp^ 8Ä'-t-12 
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s , I . . /fürXBB — 1, wird u = -g-r=oo 

(fura?= — 2, wird !* = -§- = — 1 

15) « = >_ ; für * = 0, wird tt=^ = _j-j 

16) „=5(S=#; für a;=a, wird « = -2-= V? 

ig u 

17) «^ — ^ — • für a?=sa, wird u = -g-==:aV3^ 

18) u = -!f 7 — — ; für jr = a, wird tt=:-S^=~ 

19) u = ' . -——====== ; f.a;=<i, wird=-g.=~5a 

20) tt= ^ "^ ; far a?=0, wird u = -^=%-^ 

24) u= ^2 ; für x = 0, wird u=:-g-=z— ^ 

25) u = -^^ ^ — P= — ^7= — ^ — ;furar==0, wird u=^=Va 

V a+J7 — V a — X 

26) „■^ V' *~'' 2_ . füra: = a, wirdtt = -g-=2a ^20 

V(«— a)» 



28) u=.^::^^±^; für «=c, wd «=^ = i 

y2c — v-^+c+v^ — <? 
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29) „^fZlM^O^^H:«^. fara.=l,wird«=A=iL(!H±) 

a + V ^' — «' — \2iax — flj' 

30) u=:= — 3. ^ , — ; für jp=a, wird « = -§-=0 

31) tt = 



a:V8a'a?'+8a^3~^20a«jr*+ 12a*^« ' 

20 
für jr = a, wird tt = ~=7; — 

" 9. a 

32 ^^ a:-y32^a?— 24ax^+^40a^^"+24a*-^a?*— y2x^— d^ 

3a (9ar— 10a) +^36a3a?+45x* ^2x'— a^ 

für jr=a, wird u = -g-=^Ti — 

" 24. a 

34) « = ^^^±5^—=^^; für * = 0. wd« = l=-l 

35) _ffÜ±g32f!!d^, f^ ,= 0, wird «=^=-1- 

37) u= — ; : fürrr=l, wird u=-g-s=/oflfa — 1 

38) «= . -^— ;.fur s = a, wird tt = -§-r= — l 

a — V 2ä ^ — ^ 

39) u= ~^ ; für a;=0, wird u=-S- = 2 

40) u= — j-; für a?=0, wird u=-§-=qü 

41) u = 3 — ; für a? = 0, wird u = -g- = -i- 

42) ^_. g"^— g"^— 2jr ^ füiia?=0, wird u = ^=2 

«r — 8%n s 

43) u=Ä — r-H ■ ; ftir s^-fTt, wird usb:^ = 1 



IS 

$ins " XC08S -»^ n _.^. o 1 - 

tt= .— :3 ; für *t=:ö, wird tto:^=:-|- 

CO« JT • «in »r* 

5m(« + /9)«m(a4-a:) — «m/g.«i>i,r ^ für Af*a-./y /? 

wird u==-^=8ina. 

tt= __. für ar=0, wird «=•§-=£ i 

X — 8inx 

u=^^^P^^^; für jr=0, wird u = -§.=4 

tt= — , t \ — ^^t: ^ — •; für Äs=0, wird u=4.Ä--i--s- 

arc ( (^= a-f-x) — arc ( tgs=a — S) " co8 a* 

u=: ^?^; für ^=0, wird u— g- = l 
logtg2x' " 

tt = — ; für JF = , wird u =-g- = 

g* 8ingx — hr8inhx 9 — h 

2 1 

tt= — = — =- r^; für »=1, wird tt=ao — 00= — -1- 

•r*' — 1 so — i 



X 1 

I I I «»««aB 

X — 1 togx 



u^zL — T — rrr? ^^ x^=^\, wird ii«pgo — oDaa^ 



tt = -: — 5 s! für .r = 0, wird u=ao — 00=4- 

«tn •T'* X 



1 l 

/o^o: X — 1 



tt= ^ j^ — - — ^; für ir=l, wird usssoo — oo==-|- 



u=^x.tgx ^8ecX] furaj = -7r-, wird u=qo — oo=s — 1 



i j_ 

(log l+X) X 

10 



w— ^, , , _^ — —\ für^sO, wird u = ao — oos:-!- 
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jp 1 1 

61) "=-2^+ g(e«*— 1) ' ^ «=0> wird tt =— oo + od=-1- 

62) "=^^~'*' j.(e«"»— 1) ' für *»»0, wird «=<» — (» =2. 

^^> " = &~ 2a:(e^''+l) '' für ^=- 0» ^d 1« = flo - oo = |. 

1 l^a' .... 13 

«*> '*=7:::i-5?=^I^5=4^;fur*=a,wird«=Qo-Qo = -jjj 



log 



(t). 



65) tt=: — \ — -\ für ar=0, wird u = f. = 

66) « = — ; für a:* = QO, wird tt = ^=30 

67) u = -^; für a?=QO, wird u=^=0 

68) « = --: — ; für x=0, wird UÄ^rsl 

69) u = ' ; für a;=.ay wird u=r^ = 

' TW? 

COtflf — 

^ a 

W(^— 1) + lang -^ 

70) u = ; ; für JF=1, wird u=i. = — 2 

71) u = (1— or) . % (1— ar) ; für a?=:l/wird u==0,aD = 

r 

72) u = ä—^an^f« o~; für xz=^a^ wird u=Oiao =^ — Z. 

73) tt5=(a — Jr).(an^ö~» für a? = a, wird u = 0.qo= — 

74) M = <an^ar.co(^| •^'^'^ )*' ^'^ '^=T' ^"'d u=:ao,0=-|- 

75) tt = «cc-jr-%— ; für a:=l, wird u=qo.O = — 

76) w=«ec*-ö-.«nt?er«27rjr; für a?«=l, wird u=qo.08b8 
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^^) vi=:2^.tang^] fürj:==QO, wird ti=:ao.O = a 

78) tt«Ä*.%a?; fürara=0, wird, wenn n positiv ist, MaBsO.oDssO 

79) «=a?*; für ar=0, wird u=0®=rl 

80) ttÄjr* ; für ;r=sQO, wird tt = aD®=3l 

^ 1 

81) tt=xi-^; für a?= 1 , wird tt=: 1® =«— 

/ 1 \**** 

82) tf = l — I ; für x=0, wird u=oo*=l 



/ 1 X»^* 
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2_f. \ '^5 für*««, wird u = 1"=« ^ 

84)«=/l— 5)"^"r. för » = a. wird « = 0» = 1 

(l \tanga 
— I ; f ür J?«=0, wird u=qd*=1 

86) tt=x^»<i-»-*); für a? = 0, wird u=:0®=:l 

87) Wenn y*— a*y* + 2a^x^ — ä»*= ist, dann wird für «• = und 

88) Wenn (f*+«jr)»=*»(a» + 2aa?— *'>i8t, dannwird fär*=Ound 

89) Wenn (y* — «*)* = «* — 2axy* ist, dann wird für jr = und 

v=0-^— 2-=+ — 

90) Wenn y*--96oV+100a»**— Jr«=0 ist, dann wird für «=0 

undy = 0:g = -g-= + Vi 
M) Wenn (aj* + yV=«' (•*'^"~y^) 'st, dann wird für a:=aO und 

92) Wenny2(a— jr)=;r3ist, daflnwirdfürjri=:Oy=0:^==:-g. = 
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93) Wenn (a-' + y'^'^o**!/ ist, dann wird für v = und y=(i: 

94) Wenn y* + (a' + »*)»' = o*«' ist, dann wird für jr=0 nnd 

95) Wenn(a!— y)(a;'+y*) = a(a;+y)' ist, dann wird für jr=0 und 

96) Wenn (y^+jr^)^— 6a^y^=^ «a?^(2Ä— a) ist, dann wird 

x=0 und y=0:^= 2 =^cx) 



y. Anwendung der Differentialrechnung auf die 
Bestimmung der Maxima und Afinima der 

Funktionen. 

8. 10. 

Wenn man 

a) eine Funktion einer einzigen Variabein hat: n^f{x), so setit 

Au 

maa j^^fip) eativ«der »=0 oder ^=;s(X} , benimmt ^at^ dieser Be- 

dingungsgleichung den Werth von x und set^t denselben in den zwei- 
ten Differentialquotienten ; ist dieser negativ, so gehört der gefuodepe 
Werth von x zu einem Maximum der Funktion u ; ist er dagegen po- 
sitiv, so gehört der gefundene Werth von x zu ein^em Minimum der- 
selben, und ist er endlich für denselben Werth der Variabein =0, 
so darf man noch kein Urtheil darüber Men , ob ein Maximum oder 
Minimum überhaupt stattfindet oder nicht, dieses entscheidet sich erst 
dadurch, dass man denselben Werth der Variabein, für virelchen die 
beiden ersten Differentialquotienten verschwinden, in die folgendea 
einsetzt: wenn dann der erste nicht verschwindend^ Differentialquotieat 
von gerader Ordnung ist, so darf man aus seinem negativen oder po- 
sitiven Werth respectiye auf ein Maximum oder Minimum schliessen; 
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(t dagegen der erste nicht verschwiadcnde Differentialquotient von un- 
l^rader Ordnung, so erlangt mm dadurch die Ueberzeugung , dass 
ür dic^^n Werth der Variabein (d weder ein Maximum noch ein Mi- 
lumum stattfindet 

Wenn man 
b) eine Funktion zweier von einander unabhängigen Variabein hat: 

u=^ (47, y), so setzt man r--|c=0 und 1—1 = 0, wo die eckigen 

Klammem, hier sowohl wie auch sonst, die partiellen Differen- 
tialquotienten andeuten sollen. Die aus diesen beiden Gleichungen er- 
haltenen Werthe von x und f setzt man m 1^— jl» [2 — T\' f^^l' 

dann muss zunächst, damit überhaupt ein ausgezeichneter Werth statt- 
fioden könne, für diese Werthe 



[dx.dy] Uj-UyJ^'^ 



sein, and man erhält ein Maximum oder Minimum der Funktion u, 
J6 nachdem für dieselben Werthe der Variabein die Differential- 
^tiente 

rd*«-| j rd*«"l 

foj "«"^ [5?] 

gleichzeitig negativ oder positiv werden. 

Wenn man 
e) eine Funktion dreier von einander unabhängigen Variabein hat: 
^^f{x, 9, z), so setzt man 

ß^]-«- Sil-»- m=<'- 

Ke hieraus berechneten Werthe der drei Variabein x, y, z fuhrt 
num in sämmtliche zweite partiellen Differentialquotienten ein; dann 
iDQss, damit überhaupt ein ausgezeichneter Werth der Funktion u 
stattfinden könne, zunächst den beiden Bedingungen 



IdarJy] ~ L5^J ' LrfpJ "^ " 



'9 • • • • • 
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( r d'u -I r i'tt -i rrf'tn r d'u -i)* (r d'w -i* rd*w-[ [-d*in; 

/Lrfas.datJidic.dyJ W»»] ' Ldy.d*Jj (L«te.d»J U«»J*Ldy»J 

genügt werden, und es wird dann ein Maximum oder Minimum statt- 
linden« je nachdem für dieselben Werllie der Variabein die Differen- 
tialquotienten 

rd^tln rd^u-i rfiw, 

Ld^J' Ld?J' Idz^l 
gleichzeitig negativ oder positiv werden. 

Wenn die Funktion noch mehr als drei Variable enthält, so ver- 
föhrt man in ähnlicher Weise. Man setzt: 

und bestimmt durch Einsetzen der hieraus erhaltenen Werthe der Va- 
riabein das Vorzeichen des zweiten Differentialquotienten von u und je 
nachdem dieser negativ oder positiv ist, erhält man ein Maximum 
oder Minimum. 
Wenn man 
d) eine Funktion mehrer von einander nicht völlig unabhängiger 
Variabein hat. Es sei u= f(x, g, z, t, ..,.) = eine Funktion 
von n Variabein, zwischen denen noch Bedingungsgleichungen: 

g)(Xjy,z,t,...)^0,rp(x,y,z,t,...):=Q,7tQc,y,Zyt,..0=^^> u s.w. 
in der Anzahl m gegeben sind, dann betrachte man alle Variabein als 
willkuhrliche Funktionen einer einzigen neuen Variabein w und setze 
die ersten Differentialquotienten, sowohl von u als von den m Be- 
dingimgsgleichungen =0; also: 

[a-^«+[|]-*.+[a-'».+[ir]-''.+--« 



+ ■..=■0 



+ ... = 
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Aus diesen m-)-l Gleichungen kann man m von den gewöhnlichen 
Differentialquotienten äXf^, dy^, dz^, dtf^, • . • • herauseliminiren, so 

dass eine einzige Gleichung übrig bleibt, welche nur n — m derselben 
enthält, die nun als von einander unabhängig zu betrachten sind. Die 
¥orm der resultirenden Gleichung wird etwa sein: 

X.d:t^ + Y.dy^+Z.d%^ + T.dt^'\' = 0. 

Wenn nun ein Maximum oder Minimum stattfinden soU, so muss man 

baben: 

x=o, r^o, z=o, r=o, 

Aus diesen Gleichungen , mit Hinzuziehung der m ursprünglich gege- 
benen Bedingungsgleichungen: 

^=0, 1^ = 0, 7r = 0, ... 



• • 



Y kann man sämmtliche n Variable bestimmen. Die so erhaltenen Werthe 

r . 

derselben setzt man in den zweiten vollständigen Differentialquotienten 
Ton tt, welcher mit Berücksichtigung von X = 0, F=0, Z=0, ... 

irird: 

g=ßi].(*.)'+g].*>..*,+[g].*...-..+ 

+[y • ^^(o-^*(o + [-5j]. ^^oi-^yo, + [^}(^«J^ + 

Da dieser Ausdruck für den Fall eines Maximums beständig negativ 
Qnd für den Fall eines Minimums beständig positiv, unabhängig von 
dem Werthe von da?^, dy^y, di^, . • . . sein muss, so ist in beiden 

Fällen zunächst erforderlich, dass dieser Ausdruck =:0 gesetzt und 
aufgelöst in Bezug auf irgend eine der Grössen dx^,, iy^,, dZß,,-. 
imaginäre Wurzeln habe, was sich in jedem einzebien Fall leich- 
ter bestimmc^n lässt, als es im Allgemeinen bei einer nicht bestimm- 
ten Anzahl von Variabein möglich ist. Ob das nachher vorhandene 
Voneichen wx positives oder ein negatives ist, lässt sich dann mit 
I^chtigkeit ermitteln. 
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In aHen genannten Fällen kann man bei der Entscheidung, ob 
die gefundenen Werthe der Variabein die Funktion zu einem Maximum 
oder Minimum machen, in solem auf eine Schwierigkeit stossen, ab 
der zweite oder überhaupt der Differentialquotient der geraden Ord* 
nung für die gefundenen Werihe der Yariabeln unendlich werden, wo*- 
bei man dann wegen des Vorzeichens im Zweifel sein kann. Man 
setzt alsdann den gefundenen Werth der Variablen + A für die Variable 
in den zweiten Differential quo tienten, entwickelt ihn nach den aufstei- 
genden Potenzen von +h und bestimmt seinen Werth für den Augen- 
blick des Verschwind ens dieses h, 

e) Wenn eine Funktion u von x implicite durch f(u^ a?)^0 ge- 
geben ist, so erhält man durch partielle Differentiation 

[■ dfin, x) -] du ^ r dfju, a;) -) ^ 

L du idi'^i dx r^ 

und hieraus, da für den Fall eines Maximums oder Minimums -r-=0 

dx 

sein muss: 



rdfiu^x)-^ 

L d« J 



Aus dieser und der Gleichung 

muss man u eliminiren, wodurch man eine Gleichung zur Bestimmung 
desjenigen Werths von x erhält, der zu einem Maximum oder Mini- 
mum von II gehört. 

$. 10. 

Beispiele. 

1) u=^ax — x^ ; für x^-^a, wird ««=-5-0^ ein Maximum. 

2) M = 2x + 3V(ö — J?)'; für a?=.a — 1, wird w = 2a-f-l ein Hax. 

4a' 

3) u=^xia — Jcf'i für j7=-|-a, wird wss-^y ein Max. 

„ x^=^a, wird u = ein Minimum. 

4) ««aj*— 8(KrH22aV— 24a8Ä+12fl*; für »=a, wirdt«=3a« einlffin. 

„ a?=2a, „ M«=4a* „ Max. 
,, x=:3ay „ ti=3a^ ,r IGn. 
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i) t«=iw-f-|- ^{2ax — aj') * ; für «=a, wird fi=m +-5-^0' ein Max. 

„ x^2a, „ u=m „ Min. 

„ 07=0, „ u=m „ Min. 

*) w = -i 5-7-1 > ^ör a?= + 1 , wird t« » + 2 ein Max. 

„ « = — 1, „ t«= — 2 „ Min. 



1)H 



jr' — X 



a?»-x^+l 



; für x = — o^' wird 11= +-^ ei 



»> 



X 



2 
1— >/T 



ein Max. 



, „ M=: + -|- „ Max. 



„ a?= o^' ^""^ w=— 7 



»1 



»s*= — 



2 

1— >/T 



'p t» 



l 



tt = 



a 



ein Min. 



,, Min. 



8) „=^±|^; lür a?=0, wird t« = ^ ein Min. 

9)« = jrViia?— jr'; für jr = -J-a, wird **=— r^^ — ®'^ Max. 
10)tt=:^V4a'— a?'; für jr=r+2flV^, wird u«=^aVT ein Max. 

11) »as ^^ T « ; Wr ajs=a, wird u^^aJi ein Min. 

12) tt=a(a; — 6)*; für x = 6, wird t««0 ein Min. 

13) tt = JT* — 5öa;*+5a'«*+a*; für a?=a, wird t««=2a* einMax. 

„ a?=3a, „ t« = — 26 a* ein Min. 

I4)tt=r(j« — 1){2 — JT)'; für jr=2, wird ti=0 ein Min. 

f> ^^=-3-, 9, w = 27 >> Jwax. 
IS) n=«*— 7j?«+16a?3--ar'— 16X+16; für a?=2, wird w«:OcinMin. 

„0^— f.„t*=^«e.Max. 
1 W) att' — tt'ap^ + jr* = 0; für jc=+2ayf2, wird u = 4a ein Min. 



17) a'— 2«iw?ti+«'— a'=0;füra;=+-^=^L=, wirdM=r + 



a 



vi= 



„ X — — 



ma 



Vi= 



m^ 



ylT^i?' ' 



, u^ — 



a 



Vi= 



,e. Max. 



e. Min. 



m' 



11 
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18) u = a5*; filr rüs=s — , wird u = ej=- ein Min. 

19) M=c«. cos2jr; für x^-^arc (tg=-^), wird u= j= c Max. 

20) u*— 4a'ti^ + a?*=0; für x^+aylS, wird t« = o^27 einMax. 

„ a? = — «V^, „ t«= — a\f27 ein Min. 

21) «srÄ»*— 6a?*+4a?'+9a?*— 12a?44; für x=l, wird w=0 ein Min. 

„ a;= — 2, wird i«=0 ein Max. 
„ 0?= — 1, „ 11=16 e. Max. 

22) u=x^'\-^x'*—ix^—^x^+6jc^+^^—^x^'-x; 

für jr= — 1, wird u ein Min. 
„ x-= + 1, „ ti ein Min. 
„ jr= — |-, „ u ein Max. 

23) tiss-yO?'' — -f-x^+^a;^— 12jr; für ar== + l, wird u ein Min. 

„ ar= — 1, „ II „ Max. 
„ jr==+2, „ t« „ Min. 
„ x~— 2, „ u „ Max. 
„ x=-\-yJl, „ u „ Max. 
„ jt=z—yj3y „ M „ Min. 

24) u^ — 3aux + ä:^=^0'j für ar==a^2, wird u — ayfZ ein Max. 

25) w= (— ) für ar= — , wird u=e^ ein Max. 

26) aM* + 26a?w + car*+2dM + 2ea? + /=0; 



für a?== — -T2 + I2 V ^^ ^^ -^ 

0^ — ac-^b^ — ac\ ac 

., cd — be^ c /(&d— ae)2-T(6*— ac)(d^-Hi/j 

wird u= -j- +-T2 i/ ^^ " 

b^ — ac b^ — ac \ ac 

respectiye fürs obere Zeichen ein Max., fürs untere ein Hin. 

27) w=7 ; für a:=e, wird t« = e ein Min. 

' logx 

28) M =sm jr»». sm" (a — jr) ; für x=:^a + -k-.arcl «m= T stn a 

" \ «i+n 

wird ti ein Max. 
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29) u = sinjF.cos2x; färar=(2Ä+-50^> wird m = — 1 ein Min.*) 

„ j?=(2A— i-)7r, „ «i= + l „Max. 

für jr=2Ä7r + arc(«fn = ^^), wirdfi=:-J-V^ ein Max. 

„ j?=2Ä7r — arc(sin=:^^), „ m= — iV^^^^'^i'^« 

30) tf = stn.ftx.stn"(a-}-*^); unter der Voraussetzung, dass a<7r 

ist, wird für x = — r-^ :t«=sfn— r-^(7r — a)«m*^ — r-,-- emMax. 

fi+1 fi-f-1 w4"l 

31) tfsscoso^.stna;^; für otssätt, wird u=50 und zwar ein Min., 
wenn h gerade und ein Max., wenn h ungerade ist; 

för jr=: + arc (sin=z^^), wirdM=-|-V^ ^^ Max, 
[ 82) w=«n«. CO« (a — j:); für ar=-|-a + (2A + 1)—, wird m=-5- 

t Jttna+( — 1)*| ein Max., wenn h gerade und ein Min., wenn 

h ungerade ist 
88)tt=e*.«fn(jr— a); für x — a + (h+^)7t, wird tt=r(— 1)^ 

./^.e ^ "^"^ ein Max., wenn h gerade und ein Min., 
wenn h ungerade ist. 

34)«=-— 51— ; für * = a+(Ä + -|-)7r, wird ti=(— 1)*>/2' 
8tn (x — a) * 

.c" TT" -/ gjjj jjgj^^ wenn h ungerade und ein Min., wenn 
h gerade ist 
ii) u^scosJF + cos2x+ cosSx ; für x = 0, wird m=3 ein Max. 

Ol . i — 1 + VT\ . , — 17— 7>/T „, 
für a? = 2Ä7r + örcl co«= ' ^ |wirdt«= „ ^ e.Min. 

für a?=s2Ä7r+arc( co« = ~ ~^ |wirdw= 27~®' *''^' 

36)ii=tjfa?"*.tjf"(a— a?); für * =-t « + 1 «^^5=",^nr^^5'«/' 
wird u ein Max. 



*) Hier and in dem Folgenden bedeutet h eine beliebige ganze Zahl. 
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37. Au fg. Eine gerade Linie in zwei solche Theile zu theilen» daü 

das Rechteck aus beiden Theilen ein Max. sei. 
Lös. Die Linie muss halbirt werden. 

38. Aufg. Aus zwei gegebenen Seiten das grösstmOgHche Dreieck 

zu bilden. 
Lös. Der eingeschlossene Winkel muss ein rechter sein, 

39. Aufg. Unter allen Dreiecken, die auf einerlei Grundlinie g ste- 

hen und gleichen Umfang u haben, das an Flächeninhak 
grösste zu finden. 
Lös. Ueber g beschreibt man mit -^(u — g) ein gleichsdienk- 
liges Dreieck. 

40. Aufg. Unter allen Dreiecken, welche eine Seite 8 und den Ge- 

genwinkel a gleich haben, dasjenige zu finden, welches 
den grössten Inhalt hat 
Lös. Jeder der Seite s anliegende Winkel ist äOO'^ — -|-a. 

41. Aufg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel a und die 

Summe der emschliessenden Seiten = 2 s haben, das 
grösste zu finden. 
Lös. Jede der andern beiden Seiten ist =5. 

42. Aufg. In den Seiten eines gegebenen gleichseitigen Dreiecks icei 

solche Punkte zu finden, dass die VerbindungsUnien dersel* 
ben wieder ein gleichseitiges Dreieck bilden und zwar das 
kleinstmögliche. 
Lös. Die gesuchten drei Punkte sind die Mitten der drei Seiten. 

43« Aufg. Unter allen Parallelogrammen mit einem gegebenen Win- 
kel, die man in ein gegebenes Dreieck so einbeschreiben 
kann, dass eine Seite des Parallelogramms in eine Seite 
des Dreiecks und die beiden andern Ecken des Parallelo- 
gramms in die beiden andern Seiten des Dreiecks Dalles, 
das grösste zu finden. 
Lös. Die eine Seite des Parallelogramms ist die Hälfte der Drd- 
ecksseite, auf welcher sie Hegt und die Höhe die Hälfte 
des zugehörigen Höhenperpendikels des Dreiecks. 



85 

Aufg. Das grftsstmögliche Dreieck mit einem gegebenen Winkel 
in ein gegebenes Dreieck so einzutragen, dass eine Seite 
des erstem parallel mit einer Seite des letztem geht. 

Lös. Han zieht in der halben Höhe des gegebenen Dreiecks eine 
Parallele mit der Grundlinie und beschreibt über dieser 
ParaUele ein Dreieck, welches den gegebenen Winkel ent- 
weder als anliegenden oder gegenüberliegenden enthält und 
dessen dritte Ecke in die Grundlinie lallt 

5. Äufg, In dem einen Schenkel eines gegebenen Winkels sind 
zwei Punkte durch ihre Entfernungen (a und h) von dem 
Scheitel des Winkels gegeben, man soll in dem andem 
Schenkel einen solchen Punkt finden, dass die von ihm 
nach den beiden gegebenen Punkten gezogenen Linien den 
grösstmöglichen Winkel einschliessen. 

Lös. Die Entrernung des gesuchten Punkts von dem Scheitel 
des gegebenen Winkels ist die mittlere Proportionallinie 
zwischen a und h. 

U. Aufg. Wenn in einer von zwei parallelen Linien zwei Punkte in 
einer Distanz =(i gegeben sind, so soll man in der an- 
dern Parallelen einen solchen Punkt finden, dass die von 
ihm nach den beiden ersten Punkten gezogenen Geraden 
den grösstmöglichen Winkel einschliessen. 

Lös. Wenn man in der Mitte der Distanz i ein Perpendikel er-# 
richtet, so ist sein Durchschnitt mit der zweiten Paralle- 
len der gesuchte Punkt. 

17. Aufg« Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel =2a und 
denselben Umfang er 2 5 haben, dasjenige zu finden, wel- 
ches den grössten Inhalt hat. 

Lös. Jede der den Winkel 2a einschliessenden Seiten ist = , : — 

i-f-sm a 

und die gegenüberliegende Seite = - / , — . 

I+sma 

I. Aufg. Uoier allen Dreiecken, welche einen Winkel =2a und 
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denselben Flächeninhalt =ti' haben, dasjenige zu finden, 
welches den kleinsten Umfang hat. 
Lös. Jede der den Winkel 2 a einschliessenden Seiten ist 

= u V 2 . cosec 2 a und die gegenüberliegende Seite 

49. Au fg. Unter allen Dreiecken, welche ein Höhenpeqiendikel =i 

und denselben Umfang c=2s haben, dasjenige zu finden, 
welches den grössten Flächeninhalt hat. 
Lös. Jede der Seiten, welche mit dem Höhenperpendikel in eine 

Spitze zusammenlaufen, ist = — ^ — und die Grundlinie 

^"■^ • 

8 

50. Au fg. Unter allen Dreiecken, welche einen Höhenperpendikel 

= A und denselben Flächeninhalt =tc^ haben, dasjenige 
zu finden, welches den kleinsten Umfang hat. 
Lös. Jede derSeiten^ welche mit dem Höhenperpendikel in eine 

Spitze zusammenlaufen, ist = y V*** + ** und die Grund- 

2w* 
hnie "-T-. 

n 

51. Au fg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel so als 

Peripherie -Winkel einzutragen, dass der von seinen Schen- 
keln und dem zwischenliegenden Bogen begrenzte Flächen- 
raum ein Max. wird. 
Lös. Der Winkel muss so eingetragen werden, dass der nach 
seinem Scheitel gezogene Radius ihn halbirt. 

52. Aufg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel so als 

Peripherie -Winkel einzutragen, dass der Umfang der von 
seinen Schenkeln und dem zwischenliegenden Bogen be- 
grenzten Fläche ein Max. werde. 
Lös. Der Winkel muss so eingetragen werden, dass der nach 
seinem Scheitel gezogene Radius ihn halbirt. 



/ 
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53« Aufg. Unter allen Kreisausschnitten von gleichem Umfang := 2s, 
die bestimmenden Stücke desjenigen zu finden, welcher 
den grössten Flächeninhalt hat. 

Los. Der Radius des gesuchten Kreises ist = -^j der zugehörige 

Bogen = s und der Winkel am Mittelpunkt in Graden aus- 

Qgno 
gedrückt = 3 14159 = 114« 35' 29",76.. 

54. Aufg. Unter allen Kreisausschnitten von gleichem Flächeninhalt 

=u^^ denjenigen zu finden, der den kleinsten Umfang hat. 
Lös. Der Radius des gesuchten Kreises ist s=u, d. h. gleich 
der Seite eines Quadrats, welches den gegebenen Flächen- 
inhalt angiebt, und der Winkel am Hittelpunkt in Graden 

ausgedrückt, =3^^159 =1140 35' 29", 76.... 

55. Aufg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Umfang 2s 

denjenigen zu finden, welcher den grössten Flächenin- 
halt hat. 
Lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 

"" 3,14159... ==*-'''^^^®^®^-- 

56. Aufg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Flächeninhalt 

BS tt' denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Um- 
fang hat. 
(lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 

=^ , ^ - = tt . 0,56418 ... . 
VM4I59... 

57. Aufg. Unter allen Dreiecken, die einen gegebenen Winkel ent- 

halten und einem gegebenen Kreise umgeschrieben werden 
können, dasjenige zu finden, welches den grössten oder 
kleinsten Flächeninhalt hat. 
Lös. Hier giebt es ein relatives Hax. und ein relatives Minimum. 
Wenn man sich den gegebenen Winkel durch zwei Tangen- 
ten an den gegebenen Kreis gebildet denkt, und eine ge- 
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rade Linie von dem Scheitel des Winkels durdi den Mit- 
telpunkt des Kreises zieht, so sind die Durchschnittspunkte 
dieser Centrallinie mit der Peripherie die Berührungspunkte 
der dritten Seiten der hciden sich ergebenden Dreiecke. 
In dem einen Falle wird der Kreis alle drei Seiten des 
Dreiecks auf der innern Seite berühren und liegt also 
ganz innerhalb des Dreiecks; in dem andern Falle aber 
berührt er eine Seite von Aussen und die beiden andern 
in ihren Verlängerungen. 

58. Aufg. Unter denselben Bedingungen, als in der vorigen Aufgabe, 

soll das Dreieck mit dem grössten oder kleinsten Umfang 
gefunden werden. 

Los. Es sind dieselben beiden Dreiecke als vorhin. 

59. Aufg. Unter den Vierecken, die einen gegebenen Winkel 2a ha- 

ben und einem gegebenen Kreise des Radius r umgesdirie* 
ben sind, das grösste oder kleinste zu finden, wenn es 
zugleich der Bedingung genügt, dass um dasselbe ein 
Kreis geschrieben werden könne. 

Lös. Hier giebt es wieder ein Max. und auch ein Min. Wenn 
man sich nämlich den gegebenen Winkel 2 a durch zwei 
Tangenten an den gegebenen Kreis gebildet denkt, so er- 
hält man das kleinste Viereck, wenn man auf diesen Tan- 
genten selbst von den Berührungspunkten an gerechnet 
rückwärts den Radius aufträgt und von diesen so erbalte* 
nen Punkten zwei neue Tangenten an den Kreis zieht; and 
das zweite, das grösste Viereck erhält man, wenn man aof 
denselben ersten Tangenten auf ihren Verlangerungen voa 
den Berührungspunkten an den Radius aufträgt und Ton 
diesen so erhaltenen Punkten Tangenten an den Kreis 
zieht. Bei dem letzten Viereck berührt der Kreis alle üvC 
Seiten von Innen, liegt also ganz innerhalb des Vierecks^^ 
bei dem ersten dagegen berührt er zwei Seiten von Aus-^ 
sen und alle in ihren Verlängerungen« Bei dem kleinsten^ 
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Viereck sind Je zwei Seiten respective r | coig a — 1 1 und 
rUga — ll; bei dem grössten dagegen r|co(^of + lj und 

Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Winkel ent- 
halten und einem gegebenen Kreise des Radius r so um- 
geschrieben sind, dass dieser ganz innerhalb liegt, das 
kleinste zu finden. 

Lös. Erster Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 2a 
und 2/? an einer Seite liegen, dann ergiebt sich zunächst 
die Gleidiheit Aer beiden andern Winkel und man erhält 
für die einzelnen Seiten folgende Ausdrücke: 

die Seite, welche zwischen 2a und 2ß liegt = •— — 7"^- , 
' ^ ^ sina.sinß ' 

die Seite, welche zunächst an 2ß liegt = )-z ^? 

/(x+ß\ . ^ 
co$l—^\.8inß 



1» » »» » 

€08 



n »» 



I Q - J.stna 

„ der ersten gegenüb. „ = 2r.ton^ | ^^^^ | 

Zweiter Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 2a 
und 2y sich diagonal gegenüber liegen, so sind die bei- 
den andern Winkel zunächst wieder einander gleich und 
es werden die beiden Seiten, welche den Winkel 2a ein- 

schliessen = ^-7 — —-rund die, welche den Win- 

»m a.cosi ^ ' I 



kel iß eiaschliessen 



smy.cos I — 5^ I 

12 
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61. Au Tg. In einer Seite eines gegebenen Dreiecks ist ein Punkt 

gegeben, man soll von diesem nach zwei zu findenden 
Punkten in den beiden andern Seiten zwei Linien, die ei- 
nen gegebenen Winkel 21 einschliessen, so ziehn, dass 
das hierdurch entstandene Dreieck seinem Inhalte nach ein 
Min. wird. 

••v Los. Zunächst ergiebt sich, dass die Differenz der beiden Win- 
kel, welche die gesuchten Linien in dem gegebenen Punkt 
mit der Dreiecksseite bilden, gleich der Differenz der bei- 
den an derselben Seite liegenden Dreieckswinkel ist. 
Nennt man alsdann m und n die beiden durch den gege- 
benen Punkt bestimmten Theile der Dreiecksseiten und 2ß 
und 2y die rcspective dranliegenden Dreiecks winkel , so 
erhalten die beiden zu ziehenden Linien die Werlhe: 

m8in2ß , nsin2y , j. i • i - , . 

— yrr-t — ' — r. ^^^ — TTT"; — - — T^ Und die beiden zunächst- 
cos{ß-\-'y — A) coß(ß-^y — l) 

liegenden Abschnitte der beiden andern Dreiecksseiten: 

m.cos(ß — y-^l) , n.cos (y — ß + 1) 
cos (/?-f-y — A) cos iß + y— A) 

62. Au fg. In einer Ebene sind zwei parallele Linien gegeben, die 

von einer dritten unter rechten Winkeln geschnitten wer- 
den, ebenso ist ein Punkt in derselben Ebene gegeben; 
es soll durch diesen eine solche die beiden Parallelen 
schneidende Gerade gezogen werden, dass das Produkt der 
Stücke, welche auf diesen Parallelen zwischen dieser neuen 
und der gegebenen schneidenden Linie [liegen, ein Maxi- 
mum sei. 

Lös. Erster Fall. Wenn der gegebene Punkt zwischen bd- 
den Parallelen liegt, so mögen seine senkrechten Abstände 
von diesen Linien m und n (wobei m grösser als n ge- 
dacht wird) und sein senkrechter Abstand von der gege- 
benen schneidenden Linie = h sein ; dann werden die von 
den Parallelen abgeschnittenen Stucke die Werthe haben: 
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t^ und — ^ , und beide werden auf derselben 

Seite von der gegebenen Schneidenden liegen, auf wel- 
cher der gegebene Punkt liegt. 

Zweiter Fall. Wenn der gegebene Punkt ausserhalb 
d^ beiden Parallelen liegt so seien wieder m und n die 
senkrechten Abstüinde von ihnen (wobei wieder m grösser 
als n angenommen werden mag) und h der Abstand von 
der Schneidenden; dann werden 'die Ausdrücke der abge- 
schnittenen Stucke : ^ und ^ , welche hier 

2m 2n 

aber auf verschiedenen Seiten der ursprünglich Schneiden- 
den liegen. 

In beiden Fällen wird von derjenigen Parallelen das 
grössere Stück abgeschnitten, von welcher der gegebene 
Punkt am weitesten entfernt ist. 

I. Aufg. Wenn Alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, so soUdie 
gesuchte Linie so gezogen werden, dass die Summe der 
Quadrate der abgeschnittenen Stucke ein Max. werde. 
Lös. Für den ersten Fall werden die abgeschnittenen Stücke: 

\ , ^ und — •-- i — 5^ , welche wieder auf einerlei Seite 

der Schneidenden hegen; und für, den zweiten Fall 

^ r r und -^ ^ , welche wie vorhin auf verschie- 

denen Seiten der Schneidenden liegen. 
In beiden Fällen unterscheiden sich die gegenwärtigen Re- 
sultate von denen in der vorigen Aufgabe dadurch, dass 
hier auf de rjenige n^ Parallelen das grössere Stück abge- 
schnitten wird, welcher der gegebene Punkt zunächst liegt. 

Aufg. Unter den Vierecken, welche einen gegebenen Winkel 2o 
und einen gegebenen Umfang 2 s haben und zugleich der 
Bedingung genügen, dass sowohl in als um dieselben ein 
Kreis beschrieben werden könne, das grösste zu finden. 



Lös. 
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Man erhält ein Viereck, in welchem jede 4er beiden Seiten. 

8 



die den Winkel 2 a einschliessen 



beiden andern Seiten = 



- _ , - und jede der 
1 +lga 

m 

ist. stiebt man die Dia* 



gonale , welche die Spitze des Winkels 2 a mit der gegen- 
überliegenden verbindet, so entsteht anf jeder Seite dieser 
Diagonale ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem der doe 
der spitzen Winkel s= a und die Summe der Katheten 
= i ist. 

65. Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Diagonalen 

p und g haben und einem gegebenen Kreise des Radios 
r eingeschrieben werden können, das grösste zu finden. 

Lös. Zuerst ergiebt sich leicht, dass die beiden Diagonalen auf 
einander senkrecht stehn müssen. Nennt man femer 2a 
einen Viereckswinkel, welcher der Diagonale p gegenübe^ 
steht und 2/? den Winkel, der g gegenübersteht, so dass 

m2a = ^und «m2^=s~-, dann ergebeti sich folgende 

Ausdrücke für die Seiten des Vierecks: 

die zwischen 2a und) 2/9 liegende wird = 2r.eo«(a4"i^""4S*) 

„ zunächst an 2ß „ „ =2r.nfi(a — ^/J+4S*> 

» „ 2a „ „ = 2r.mQJ— a+45*) 

der ersten gegenüberliegende „ = 2r. «in (a+/J— 45*) 

Anm. Noch symmetrischer werden diese Ausdrücke, iffrenn 
man die Winkel des Vierecks der Reibe nach 2a, 2/?, 2/ 
2d nennt, wo also 2y = tt — 2a und 2d = n — 2ß ist. 
Man erhält dann die Seite, 

welche zwischen 2a und 2ß liegt = 2r.co8(a + ß — j;jO 

2ß „ 2y „ =2r.co»(/? + y— i-jr> 
2y „ 2d „ =2r.co*(y+<J— ^O 
2<J „ 2a „ ^2r.ea8(d+a—^tf^^ 

66. Aufg. Unter allen Vierecken, welche dieselben Winkel 2a, 2/^^' 



»> 



>» 



» 



j». 



» 



»> 



ii 



i> 
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2}/, 2d und denselben Umfang 2$ haben, das grösste oder 
kleinste zu finden. 
Lös. Wenn alle Ecken des Vierecks ausspringende sind, wenn 
also jeder Winkel kleiner als n ist, so geben die folgen- 
den Ausdrücke der Seiten ein Max., springt aber eine der 
Ecken ein (mehr als eine Ecke kann aber bekanntlich nicht 
einspringen) , so geben dieselben Werthe ein Min. Es 
werden nun die Seiten, welche zwischen 

2a und 2i?liegt = - ■; . / , — 

^ ^ 8, sind, sin a 

2ß „ 2y „ = . ■ . 

yjsiniß j-ö).sin(ß'\'a) ,sin(y"f'd).sin{y+a) 

8, sin a • sin ß 

\sin(y+a).8in(y+ß).8in(d + a).sin{d+ß) 
8. sin ß, sin y 



2y „ 2(J „ - 



2d „ 2a „ ^ -====== ^ 

\sin{o-\-ß),sin(^o+y).8in{a+ß),sin{a+y) 

Anm. Diese Ausdrücke können einfacher und zwar mit ra- 
tionalen Nennern dargestellt werden^ verlieren aber dann 
die Symmetrie , welche jetzt, wenn man auf die jeder Seite 
anliegende und gegenüberliegende Winkel aditet, leicht zu 
erkennen ist. 
'7. Au fg. Unter allen Paralleltrapezen, in welchen eine der paralle- 
len Seiten gegeben ist und welche einem gegebenen Kreise 
des Radius r eingeschrieben werden können, das grösste 
und kleinste zu finden. 
Lös. Zunächst ist klar, dass in diesem Paralleltrapez, da es ei 
nem Kreise eingeschrieben ist, die beiden nicht paralle- 
len Seiten unter einander gleich sein werden. Denkt man 
sidi dann die gegebene Seite a als Sehne in den gegebe- 
nen Kreis eingetragen, so erhält man das grösste oder das 
kleinste Trapez, je nadidem man den grossem oder den 
kleinern der beiden Kreisbögen, welche die Sehne von der 
Peripherie abschneidet, in drei gleiche Theile theilt. Nennt 
man den zur Sehne a gehörigen Centriwinkel = 2«^ also 
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s=r a2rsin or, so wird jede der drei] andern Seiten im grössten 

Trapez = 2rml — x — J und im kleinsten = 2rsin-~'a. 

Die Höhe des ersten Trapezes ist = 2rco< (-J-7r + -|-a) 
.€08(^-71 — -f-a) und die des zweiten=.2r«in-|-a.«m-|-a. 

68. Aufg. lieber dem Durchmesser eines gegebenen Halbkreises sol- 

len zwei sich berührende Halbkreise und ein ganzer Kreis 
beschrieben werden, welcher sowohl die beiden letztem 
Halbkreise, als auch den gegebenen Halbkreis berührt. Es 
sollen die Radien der drei neuen Kreise der Bedingung 
gemäss bestimmt werden^ dass der Fiächenraum, welcher 
übrig bleibt, wenn man die Flächen der gesuchten Halb- 
kreise und des ganzen Kreises von der Fiäche des gege- 
benen Halbkreises abzieht, ein Max. werde. 
Lös. Wenn r der Radius des gegebenen Halbkreises ist, so bat 
jeder der beiden neuen Halbkreise den Radius -^r und 
der kleinere ganze Kreis den Radius -^r. 

69. Aufg. Es soll das grösste rcchtwiuklige Parallelepipedum gefun- 

den werden, welches einer Kugel von gegebenem Radius 
r eingeschrieben werden kann, 

a) wenn die Grundfläche ein Quadrat sein soll, 

b) wenn die Grundfläche ein Rechteck mit einer gegebe- 
nen Seite = a sein soll. 

Lös. a) Die EntfiTnung des die Grundfläche bildenden Schuitts 
vom Mitte]])unkt der Kugel ist = r^-^, 
b) Die Entfernung des die Grundfläche bildenden Schnitts 
vom Mittelpunkt der Kugel ist = ^-i-r* — -^a\ 

70. Aufg. Unter den Parallelepipeden, welche denselben cubischen In- 

halt, eine gleiche Kante und eine gleiche Ecke haben, 
dasjenige zu linden, welches die kleinste Oberfläche hat 
Lös. Wenn der cubische Inhalt =J ist, die gegebene Kante =f, 
die drei ebenen Winkel, welche die gegebene Ecke bilden: 
«, ß, y, so dass a und ß die Kanter zum gemeinschaft- 
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liehen Schenkel haben ^ so wird bekanntlich das Perpendi- 
kel, welches vom Endpunkt der Kante r auf die gegen- 
überliegende Ebene gefallt wird 



Wenn man die hier vorkommende Wurzelgrösse durch R 
bezeichnet, so werden dieWerlhe der beiden andern Kan- 
ten des Parallelepipeds, welches der in der Aufgabe gestell- 

len Bedmgung genügt r-W ,.,^ ""d y J' , 

y r.K, stn p y r . i( . sin cc 

wovon die erste den Winkeln ß und y, die zweite den 

Winkeln cc und y zum gemeinschaftlichen Schenkel dient. 

— Es ergiebt sich hierbei, dass die beiden an der Kante 

r liegenden Seitenflächen an Flächeninhalt gleich sind. 

71. Au fg. Unter allen geraden Prismen, deren Höhe = h, Grund- 

fläche = g und eine Seitenfläche = < ist, dasjenige zu 
finden , welches die kleinste Oberfläche hat. 

Lös. Diejenige Seite der Grundfläche, auf welcher die gegebene 

g 
Seitenfläche steht, ist offenbar = Y' ^^® beiden andern 

Seiten der Grundfläche des gesuchten Prismas finden sich 
dann einander gleich, d. h. die beiden nicht gegebenen 
Seitenflächen sind einander congruent. 

72. Aufg. Unter allen geraden Cylindern von gleichem kubischen 

Inhalt J, denjenigen zu finden, der die kleinste Oberflä- 
che hat. 
Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Cylinders wird 

= 1/ r;— und seine Höhe = 2 -i/ pjr— d. h. die Höhe 
ist dem Durchmesser der Grundfläche gleich. Der Cylin- 

der kann «also einem Kubus mit der Kante 2 *i/ ^r— ein- 

V 27r 

geschrieben werden. 



und die Seitenlinien =%r3-i/ — p=, so dass sich 

V 7tJ2 
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73. Au fg. Unter allen geraden Cylindem von gleicher Oberfläche 1? 
denjenigen zu finden , der den grössten . kabischen In- 
halt hat. 

n— und die 
(in 

Hohe des Cylinders wird ebensogross. 

74. Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubisdien In- 
halt / denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Han- 
tel hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Kegels ^rird 

= i/ — ==, die Höbe desselben = \/2^i/ — 7rr=i/ — 

V 7ty[2 V 7tyj2 V ^ 

Quadrat des Radius der Grundfläche, zum Quadrat der 
Höhe, zum Quadrat der Seite =1:2:3 verhält. 

75. Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubischen lo- 

halt / denjenigen zu finden, der die kleinste Ober- 
fläche hat. 
Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Kegels wird 

= 1/ -=:,, die Höhe = 2 -i/ — , die Seitenlinie 

V 27lyß V ^ 

-r= Si/ 1=, so dass also die Seitenlinie des Kegels das 

Dreifache vom Radius der Grundfläche ist Oder es Ter- 
hält sich das Quadrat des Radius der Grundfläche, zum 
Quadrat der Höhe, zum Quadrat der Seite =1:8:9. 

76. Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem Mantel M den- 

jenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat« 

L ö s. Der Radius der Grundfläche wird =4?g^ 1/ > die Höh 

1 /2M ,. . ., 1 /3]tf - . , ,. 
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Quadrate des Radius der Grundfläche, der Höhe und der 
Seite unter einander =1:2:3 verhalten. 
n. Au fg. Unter allen geraden Regeln von gleicher Oberflache F 
denjenigen zu finden, der den grössten kubischen In- 
halt hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche wird =4-i/ — , die Höhe 



ird =^y|, di( 
= /2-i/ — , die Seite =-|-n/ — . Die Seite ist 



das 



Dreifache von dem Radius der Grundfläche. Das Quadrat 
des Radius der Grundfläche verhält sich zum Quadrat der 
Höhe, zum Quadrat der Seite =1:8:9. 

78. Au fg. Unter allen Kugelabschnitten von dem kubischen Inhalt/^ 

die bestimmenden Stucke desjenigen zu finden, für wel- 
chen die gesammte Oberfläche (Calotle und begrenzende 
Kreisfläche) ein Max. wird. 

Lös. Der Radius der zugehörigen Kugel wird ="i-"i/ — und 

3/6T 
die Höhe des Abschnitts =-1/ - — . Es wird also die 

V 7t 

Höhe des Abschnitts dem doppelten Radius oder dem Durch- 
messer gleich, d. h. man erhält eine ganze Kugel des Ra- 

79. Au fg. Unter allen Kugelabschnitten mit der gegebenen gesamm- 

ten Oberfläche =^F, die bestimmenden Stücke desjenigen 
zu finden , welcher den grössten kubischen Inhalt hat. 

Lös. Der Radius der zugehörigen Kugel wird =-^-W — , die 

— . Es wird also wieder, 

wie in der vorigen Aufgabe, die Höhe des Abschnitts 
dem doppelten Radius oder dem Durchmesser gleich, d. h. 

V'f 

13 
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80. Aufg. Unter allen Kugelausschnitten Ton dem kubischen Inhalt/ 

denjenigen zu bestimmen, dessen Oberfl&che ein Max. oder 
Min. wird. 

Lös. Wenn der Radius der Kugel =t/ o — "«^ ^i« Höhe des 

zum Kugclausschnitt gehörigen Kugelabschnitts =-^-i/ — ; 

wenn sich also der Radius zur Höhe des Abschnitts 
= 5:1 verhält, so findet ein Min. statt; — ist dagegen der', 

3 / Q f 

Radius der Kugel =^ k — und die Höhe des Abscbnit* 

tes eben so gross , so erhält man die Halbkugel als HaL 
Der Centriwinkel des Kugelausschnitts ist so beschaffen, 
dass im ersten Fall der Cosinus seiner Hälfte '=-|- (abo 
der Sinus = -|-) , im zweiten aber der Cosinus = (also 
der Sinus = 1) ist. 

81. Aufg. Unter allen Kugelabschnitten mit der gesammten Ober- 

fläche >= Ff denjenigen zu finden, dessen kubischer In- 
halt ein Max. oder Min. ist 
Lös. Die Antwort ist dieselbe, als bei der vorigen Aufgabe, nor 
dass hier ein Max. stattfindet, wo dort ein Min. war, und 
umgekehrt. 

82. Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel den seinem kubiscfaea 

Inhalte nach grössten Cylinder einzubeschreiben. 
Lös. Wenn der Radius der Grundfläche des gegebenen Kegels 
= r, die Höhe desselben s=A ist, so wird der Radios 
der beiden Endflächen des gesuchten Cylinders = t^ 
uud seine Hö! e = -|-A. ' 

83. Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel denjenigen CylindeiT 

einzubeschreiben, welcher die grösste krumme Ober-' 
fläche hat. 
Lös. Dei derselben Bezeichnung wie in der vorigen Aufgabe winl^ 
der Radius der beiden Endflächen des Cylinders =^^^ 
und seine Höhe = -i- A. 
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t. Aafg. la einen gegebenen geraden Kegel denjenigen Cylinder 
einzubeschreiben, dessen gesammte Begrenzungsflächen ein 
Max. bilden. 

Lös. Unter der Voraussetzung, dass die Höhe des Kegels grös- 
ser ist, als der Radius seiner Grundfläche, nvird der Ra- 

dins der beiden Endflächen des Cylinders =«— .,^ ^vUod 

_ 2.(A— r) 

seme Höhe = -fr-rr r- • 

2.(A — r) 

B5. Aufg. In eine gegebene Kugel den, seinem kubischen Inhalt 
nadi^ grössten Cylinder einzubeschreiben. 

Lös. Wenn der Radios der Kugel t=r r ist, so wird der Radius 

der beiden Endflächen des Cylinders = r V? und seine 

Höhe = 2 rVi^. 

86. Aufg. In eine gegebene Kugel einen Cylinder einzubeschreiben, 

dessen krumme Oberfläche ein Max. ist. 

Lös. Der Radius der beiden Endflächen des gesuchten Cylinders 
ist = r.^-a" und seine Höhe =rV2. 

87. Aufg. In eine gegebene Kugel einen Cylinder einzubeschreiben, 

dessen gesammte Begrenzungsfläche ein Max. wird. 

Lös. Der Radius der beiden Endflächen des Cylinders ist 

= ry -5- + -5- >/t" "öd seine Höhe =2 r^ 1— iVs"- 

86. Aufg. In eine gegebene Kugel den seinem kubischen Inhalte 
nadi grössten Kegel einzubeschreiben. 

Lös. Der Radius der Grundflädie des gesuchten Kegels wird 
= |- r rJT und seine Höhe = J- r. 
^9. Aufg. In eine gegebene Kugel denjenigen Kegel einzubeschrei- 
ben, welcher die grösste krumme Oberfläche hat. 

I'ös. Derselbe Kegel, wie in der vorigen Aufgabe. 
M. Aufg. In eine gegebene Kugel denjenigen Kegel einzuschreiben, 
dessen gesammte Begrenzung ein Max. ist. 
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Lös. Die Höbe des gesuchten Kegels wird = r^ 

= r. 1,179806.. und der Radius der Grundfläche 
r=> r. 0,967669.. 

91. Au fg. Unter allen sphärischen Dreiecken mit einem gegebenen 

Winkel a (welcher < n sein soll) und einem gegebenen 
Flächeninhalt a, dasjenige zu finden, welches den klein- 
sten Umfang hat. 
Lös. Die beiden andern Winkel werden unter einander gleich und 

zwar jeder = ' ^ • ^^^ ^^^ Winkel a gegenüber- 
liegende Seite erhält dann für ihren Cosinus den Ausdruck 

^/ o + yr— g \ 
C09 a -f- cos^ I 5 I 

= ; — ; r — -, welcher als Cosinus < 1 sein 

. i / a + n — a \ ^ 

"" ( 2— ) 

muss, woraus sich die Bedingung ergiebt a^ 2a. Für 
den Cosinus jeder der beiden andern Seiten erhält 

man ^colg-^a.cotg I ^ 1 

92. Au fg. Unter allen sphärischen Dreiecken von einem gegebenen 

Flächeninhalt = a, dasjenige zu finden, dessen Umfang 
ein Min. ist. 
Lös. Wie gross man sich auch den einen Winkel des gesuchten 
Dreiecks denken mag, immer müssen die beiden andern 
Winkel unter einander gleich sein. Hier ergiebt sich, dass 
alle drei Winkel unter einander gleich sein müssen und 

zwar jeder = — s — und ebenso auch alle Seiten einan- 

o 

der gleich und zwar wird der Cosinus der Hälfte jeder 

1 



Seite = 



Zstn — ii — 



u 

93. Au fg. Auf einer Kugel sind zwei Parallelkreise gegeben, so wie 
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auch der Pol eines dritten die beiden ersten schneidenden 
Kreises; es soll dieser dritte so bestimmt werden, dass die 
Sehne in ihm, welche seine Dordischnittspunkte mit den 
beiden gegebenen Kreisen verbindet, ein Bfin. sei. 
Lös. Denkt man sich durch den bekannten Pol der beiden gege- 
benen Parallelkreise und durch den gegebenen Pol des ge- 
suchten dritten Kreises einen grössten Kugelkreis gelegt, 
so werden zur Bestimmung der gegenseitigen Lage in die- 
sem folgende Bögen bekannt sein: 1) der Bogen zwischen 
dem gemeinsamen Pol der Parailelkreise und dem ersten 
Parallelkreise s=s ß^ 2) der Bogen zwischen demselben Pol 
und dem zweiten =a, wobei a^ß sein soll, und 3) der 
Bogen zwischen demselben Pol und dem gegebenen Pol 
des gesuchten dritten Kreises = d. Nennt man nun den 
Bogen zwischen dem zweiten gegebenen Pol und seinem 
zugehörigen gesuchten dritten Kreis =a;, so wird 1) wenn 

d > — i-^JSt, für cofa;s=-i — « -"i-^ — s — ^^-^ £-i 

2 coio 

die Sehne = ^-^ ^-r-i — * *--^cmMm. 2) wenn 

$ino 

d > — o-^ 18t, für eo8x^ f^ — --\; . eosd die Sehne 

2 cos-fia+ß) 

= 2m-^fa — ß) ein Min. 

4. Auf g. In eine gegebene Kugel soll das grösstmögliche Parallel- 
epipedum eingeschrieben werden. 

L58. Wenn r der Radius der, Kugel ist, so werden jede der drei 
in einer Ecke zusammenstossenden Kanten des Parallelepi- 
pedums = 2r^-^. 

)5« Aufg. Zu drei gegebenen Punkten soll in derselben Ebene ein 
vierter gefunden werden, so dass die Summe der Entfer- 
nungen desselben von den drei ersten ein Min. werde. 

Lös. Wenn man die drei gegebenen Punkte durch grade Linien 
unter einander verbindet, so entsteht ein Dreieck, dessen 
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Winkel A, B, C und die gegenüberliegenden Seiten respec- 
tiye a, &, e sein mögen. Wenn man über jeder der drei 
Seiten a, b, e einen Kreisbogen beschreibt, der die Fähig- 
keit hat, einen Winkel von 120® als Peripheriewinkel zu 
enthalten, so schneiden sich diese Bögen in einem einzi- 
gen und zwar in dem gesuchten Punkt. 
Die einzelnen Linien, welche von dem gesuchten Punkt 
nach den Ecken des Dreiecks gezogen werden, erhalten 
folgende Werthe: 

b.e.iin(60^ + Ä) 

m60®. yjb^ + c' — 26c . co$ (60» -f Ä) 

c.a.<m(60»+l?) 

«in 60®. Vc' + a' — 2ca . cos (BOMTS) 

o.&.<m(60®4-C) 

«in 60®. Va' + ft' — 2a6. CO» (60® +C) 
Die Summe aller drei Linien , welche ein Min. wird , ist 

= "V ■a"(*'+^' +^') +sin6Q^J(a+b+e){—a + b + c) {a—b+c) ia+b-e) 

96. Au fg. Zu vier gegebenen Punkten soll ein fünfter von der Beschaf- 
fenheit gefunden werden, dass die Summe der Entfernun- 
gen desselben von den ersten ein Min. wird. 

Lös. Wenn man die vier gegebenen Punkte durch gerade Linien 
unter einander verbindet, so dass ein Viereck entsteht, so 
ist der Durchschnittspunkt der beiden Diagonalen der ge- 
suchte. 

• 

07. Aufg. Auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC sollen drei Punkte 
M, N, P gefunden werden, so dass das Dreieck MNP 
ein Max. oder Min. werde. 

Lös. Wenn M, N und P respcctive die Mitten der Seiten AB, 
AC und B€ sind, so ist A MNP = -^ . AABC; und 
zwar entweder ein Max. oder ein Min. Denkt man sich 
nämlich den Punkt M, die Mitte von AB, so wird bei dem 
ausgezeichneten Dreieck L PMB =: LA, LNMA => LB. 
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Jedes andere Dreieck, welches seinen Scheitel in demsel- 
ben Punkt H hat, bei welchem aber die Winkel PMB und 
NMA beide zugleich grösser oder beide zugleich kleiner 
als A und ^ sind, wird kleiner als das Dreieck ifiVP sein; 
dagegen jedes Dreieck mit demselben Scheitel, bei welchem 
PMB grösser oder kleiner als A und NMA kleiner oder 
grösser als B ist, wird grösser als das ausgezeichnete 
Dreieck MNP, 

8. Aufg. Auf den^drei Seiten eines Dreiecks ^ ^ C sollen drei Punkte 

M, N und P gefunden werden, so dass der Umfang des 
Dreiecks MNP ein Min. wird. 
Lös. Man fällt von den drei Eckpunkten des gegebenen Dreiecks 
Perpendikel auf die Gegenseiten» dann werden die Verbin- 
dungslinien der Fusspunkte derselben das gesuchte Dreieck 
bilden. — Dieses ist aber nur möglich, wenn alle drei 
Winkel des gegebenen Dreiecks spitze sind ; in andern Fäl- 
len erhält man weder ein Max. noch ein Min. 

9. Aufg. Durch einen in der Axe einer Parabel gegebenen Punkt 

die kleinste Sehne zu ziehn. 
Lös. Die auf der Axe senkrecht stehende Sehne wird die kleinste. 

00. Aufg. In ein Parabelsegment, welches durch eine auf der Axe 

senkrecht stehende Sehne abgeschnitten wird, soll das 

grösste rechtwinklige Parallelogramm eingeschrieben werden. 

Lös. Wenn a die Entfernung der gegebenen Sehne vom Scheitel 

2a 26 

und h die halbe Sehne ist, so sind -^ und -p^ ^ie bei- 
den Seiten des gesuchten Parallelogramms» dessen Flächen- 

4 
Inhalt = .T-y^ * « ^ ®i" ^^^' ^^^• 

01. Aufg. Zwei Durchmesser einer Ellipse schneiden sich unter ei- 

nem gegebenen spitzen Winkel a, man soll ihre Grösse 
und Lage so bestimmen, dass das Parallelogramm, dessen 
Diagonalen sie sind, ein Max* oder Min. werde. 
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Lös. Wenn man a den spitzen Winkel zwischen den beiden 
Durchmessern der Ellipse nennt, femer a die halbe grosse 
Axe und e das Verhältniss der Excentricität zur grossen 
Axe, so wird, wenn man den Neigungswinkel des einen 

Durchmessers gegen die grosse Axe = -^ macht, der FU- 
cheninhalt des Parallelogramms = 1 und die- 

ser wu-d ein Jlin., wenn tg-^K^ }Jl — e^ und ein M«^ 

wenn tg-^^^i — c^ ist. Macht man femer den Nei- 
gungswinkel des einen Durchmessers gegen die grosse 
Axe ss-^^ — -^firclcosiss — ^.eosa\, so wird die 
Fläche ein Max. ; wählt man hierbei noch den Winkel a 
so, dassrfjf^=r Vi — «* ist, so wird die Fläche =2a*Vf--? 

ein Max. 

102. Au fg. In der Peripherie einer Ellipse sind zwei Pnnkte gege- 
ben, man soll einen dritten so bestimmen, dass der Flä- 
cheninhalt des durch diese drei Punkte bestimmten Drd- 
ecks ein Max. oder Min. wird. 
Lös. Wenn der erste Punkt durch die rechtwinkligen Coordiua- 
ten a* und ß*, der zweite durch a*' und ß" gegeben sind, 
wenn ferner a die halbe grosse Axe und e das VerUtt- 
niss der Excentricität der Ellipse zur grossen Axe bedra* 

tet, so dass ihre Gleichung wird: y= + Vl — e^^a*— «*# 
dann wird die Abscisse des dritten Eckpunkts des gesuch-^ 

len grössten Dreiecks = . • P P J — g , , 

yj(ß'—ß'')^ + (1 — «*) {a'-a{')^ 

wozu natürlich z\vei gleiche und entgegengesetzte Werlhe de^ 
Ordinate gehören , so dass zwei Dreiecke erhalten werdeiP^ "^ 
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. Aufg. In eine gegebene Ellipse soll das grteste Parallelogramm 
eingeschrieben werden, welches einen gegebenen spitzen 
Winkel a enthält. 
Lös. Wenn man wieder die halbe grosse Axe der EUipse a 
nennt und e das Verhältoiss ihrer Excentridtat zur gros 
sen Axe, wenn man femer die Ellipse so gezeichnet denkt, 
dass die grosse Axe eine horizontale Lage hat , wenn der 
Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist, so wird 

yas+Vl — e'^yja^-x^ die Gleidiung der Ellipse, wobei 
wir noch annehmen wollen, dass die positiven Ordinaten 
oberhalb der grossen Axe, die negativen unterhalb liegen 
sollen, so wie die positiven [Abscissen rechts von der klei- 
nen Axe, die negativen links. Unter diesen Voraussetzun- 
gen werden die vier Endpunkte des gesuchten grössten 
Parallelogramms : 






-^eotga 






cotg cc 



^i=— «Y -5- ^cotga; ^, = + «^1 — «*Y 1+- ^ 



cotga 



cotga 



"^i=+«Y "5 — ^^^^^9<^> »4=— «VI— «*Y ■»"■'""^ 

Aus den beiden letztem Coordinaten-Werthen folgt noch bei- 
läufig, dass es für a einen Grenzwerth giebt, dass nämlich im- 

= 2(l-0 . 
mer ianga > ^ — ^^^^ muss. 

I)^ Au^g. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Dreieck einge- 
sdbrieben werden. 
Los. Es finden zwei Maxima statt: 1) wenn man in der Mitte 
der einen kleinen Halbaxe eine Parallele mit der grossen 
Axe zieht und die Durchschnittspunkte in der Peripherie 
der Ellipse mit dem Endpunkt der andern kleinen Halb- 
axe verbindet; 2) wenn man in der Mitte der einen gros- 

14 



106 

sen Halbaxe eine Parallele mit der kleinen Axe legt nsd 
die Durchschnittspnnkte mit dem Endpunkt der andern 
grossen Halbaxe verbindet. — In beiden Fftllen erhält man 
ein Dreieck von demselben FUcheninhalt, nimlich 
toD -|« ^3 . a.b, wenn a und b die grosse und kleine 
Halbaxe der Ellipse bedeuten. 

105. Aufg. Um ein gegebenes Dreieck soll die, ihrem Fächenlobalt 

nach, kleinste Ellipse beschrieben werden. 
Lös. Wenn man sich das Dreieck gegeben denkt durch zwei Sei- 
ten a und h und den eingescfalossenea Winkel y, so wird 
die Fläche der kleinsten umgeschriebeiien Ellipse 

= — «. A«. ^ > ihr Hittelpunkt ^iegt im Schwerpunkt des 

Dreiecks und ihre beiden rechtwinkligen Halbaxen werden: 
-i- yja^+b^+2ab$in{y^$0^) + •^yld'+b^—2ah sin (y+30*) 

und-l- ^a^+b^+2ab sin ^y— 30») — f >/«* +b^—2ab sin (y+SO^ 

106. Aufg. In ein gegebenes Dreieck soll die grösste Ellipse einge- 

schrieben werden. 
Lös. Wenn man sich das Dreieck wieder gegeben denkt dmrdi 
zwei Seiten a und b und den eingeschlossenen Winkel f, 

so ist der Flächeninhalt dergrössteuEllipse^ — pr ^od.iüi}', 

6y 3 

ihr Mittelpunkt ist wieder der Schwerpunkt des Dreiecb 

und ihre beiden rechtwinkligen Halbaxen wmlen: 

37^ •!/«' + &' — ö2> • cosy + >/(a' + b^—ab.eo8y)^—3a^b^.mf 
und 



J- ■ ■ ■ ■ ■ >>■■!■■ I 

^j^.'J a^+b^—abcosy — ^(a^ + b^ — abco8y)^ — 3ä^b^8iny^ 

Die Berührungspunkte endlich sind die Hittelpunkte der 
drei Seiten. 
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Tl. Anwendung der Diiferentialreefanung auf die 
Untersuchung der Curven und Oberflächen. 

S. 11. 

Wenn eine Gleichung twischen den beiden rechtwinkligen Coordi- 
naten a und y, d. h. also wenn die Gleichung einer ebenen Curve 
y=sf{^) oder ^(^,^) = gegeben ißt, so wird die trigonometrische 
Tangente des Winkels, den die Berührende eines Punkts der Curve 

da? J 



mit der X.Axt bildet, =: -fy^^^öder« — 



dx dx fdcpix^y) ! 

l dy \ 



wenn 



dy 

man daria nach der Differentiation für x und y die zusammengehörig 
gen Coordinaten des Berührungspunkts einsetzt und wenn die in eckige 
Klammem eingeschlossenen Differentialquotienten wieder, wie schon 
früher, partielle Differentialquotienten bedeuten. 

Die trigonometrische Tangente des Winkels , den zwei Curven 

dt] dy 

g^=f(x) und ijÄ^d) mit einander bilden, ist =;= — ^ — —, wenn 

^^d^' ds 
man nach der Differentiation für ^ und rj sowohl, als für x und y die 
Coordinaten des gemeinsamen Schnittpunkts beider Curven einsetzt. 

Die Gleichung der Tangente ergibt sich, wenn man die laufen- 
den Coordinaten durch | und r] bezeichnet: 

worin für s und y nach der Differentiation die speciellen Werthe der 
Coordinaten des Berührungspunkts eingesetzt werden müssen. 

Unter denselben Voraussetzungen wird die Gleichung der Nor- 
male: 

dx ,f \ 

Das begrenzte Stück der berührenden Linie, welches zwischen dem 
Berührungspunkt und dem Durchschnittspunkt mit der X Axe liegt und 
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geradezu Tange iite der Curve genannt wird, hat zum analytischeo 



Ausdruck ty."!/ l + ( j")i ferner die [Subtangente, d. h. der- 
jenige Theil der XAxe, welcher zwischen dem so eben genannteo 

dx 
Durchschnittspunkt und demFusspunkt der Ordinate liegt, ist *^9-7:t 

sodann das Stück der Normale, welches zwischen ihrem Durchschmtts- 
punkt mit der X Axe und dem Berührungspunkt der Tangente liegt, 

und welches geradezu Normale der Curve heisst, ist = yi/ l+i ^^ j; 

endlich der Theil der X Axe , der zwischen dem so eben genannten 
Durchschniltspunkt und dem Fusspunkt der Ordinate liegt und Sub- 
normale heisst, ist =y.-p. Wenn man in diesen angeführten Aus« 

drücken die Coordinaten unter einander vertauscht, erhält man die 
analogen Grössen, nur bezüglich auf die FAxe. 

Wenn eine Curve unendliche Aeste hat und dabei so beschaffen 
ist, dass die Tangenten für ihre aufeinander folgenden Punkte sieh 
immer mehr und mehr einer bestimmten festen geraden Linie näharo, 
je weiter man in der Cui*ve fortschreitet, d. h. wenn die Gleichoog 

der Tangente rj — y= t^(^ — s) bei dem beständigen Wachsen des 

X sich einer bestimmten Grenze nähert, so heisst diese Grenzlinie die 
Asymptote der Curve. Man wird erfahren, ob eine Curve Asympto- 
ten hat oder nicht, wenn man die Abschnitte der Tangente von den 

dti doc 

Coordinatenaxen , d. h. die Ausdrücke ü — oß.-r^ und x — y.-r-inso- 

^ dar dy 

fern untersucht, ob sie endliche Werthe erhalten, wenn man dass 
bis ins Unendliche wachsen lässt. 

Die Natur der Krümmung einer Curve, d. h. die Frage ^ ob sie 
an einer gewissen, zu den Coordinaten x, y gehörigen Stelle ihre 
convexe oder ihre concave Seite der XAxe zuwendet, wird da- 
durch entschieden, ob die zugehörige Ordinate y und ihr zweiter 

Differentialquotient -j-\ gleiche oder entgegengesetzte Zeichen 
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baben. Ganz analog eAennt man die Krümmung der Curve, bezug- 
lieb auf die FAxe, wenn man die Zeicben der Grössen x und -r— i 

i oder X und — ^ mit einander yergleicbt. 

Wenn man zwei Curven durcb ihre Gleichungen y = f(x) und 
^^9(3 gegeben hat, und wenn zu einem gewissen ^=jf auch glei- 
te Wertbe der Ordinalen gehören, do haben beide Curven einen Punkt 
; miteinander gemein; sind ausserdem unter derselben Bedingung ^ = 0; 

r auch noch die ersten Differentialquotienten -jj und •— einander gleich, 

■ 60 sagt man, die Curven haben eine Berührung der ersten Ord- 

nuog u. s.w., im Allgemeinen, wenn bei $=:jr noch ^ = y, "ri^^ t-p' 

vrtl d V d!^ 77 d^ t/ 

Tg=-r-^, . ..'. tb(= t^ wird, so haben die beiden Curven eine 

Berährung der nten Ordnung. Umgekehrt wird man die speciellen 

Dimensionen einer Curve, deren allgemeine Natur man angenommen 

: bat, so bestimmen können, dass sie mit einer andern, vollständig gege- 

1 boien Curve eine Berührung der nten Ordnung hat, wenn in ihr 

I n-fl Constante enthalten sind, über deren speciellen Werth man ver- 

iSgen darf. Die einfachste Berührung ist die schon oben erwähnte 

geradlinige Tangente, d. h. eine Berührung der ersten Ordnung. Die 

! nädiste ist die Berührung der zweiten Ordnung, wo also unter, der 

Voraassetzung | = x auch noch r]=^y, -tI^-t^ ^^^ J^'^^Z^ ^^^* 

Da drei Bedingungsgleichungen ^xistiren, so wird man über drei Grös- 
sen so verfögen können , dass ihnen genügt wird. Nun ist aber der 
Kreis eine Curve, welche drei Constante (die beiden Coordinaten des 
ttUdpunkts und den Radius) enthält, es wird also der Kreis mit ei- 
' oer gegebenen Curve eine Berührung der zweiten Ordnung haben 
iönnen. Diesen Kreis nennt man den Krümmungskreis, seinen 
fiadius den Krümmungshalbmesser und seinen Mittelpunkt den 
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KrAmmungsmittelpnnkt Wenn die Gleichung irgend einer 
Gurre y - f(jc) gegeben ist , so wird die allgemeine Gleichung des 
Kreises (rj — ß)^+(S — a)* = (>^ die des Krümmungskreises, wenn 
die Coordinaten seines Mittelpunkts 

das* 



a = x — 



?H'£J\ 



und sein Radius 

^'^' d^ 

werden. — Der Krümmungsmittelpunkt kann auch als der Durch- 
schnittspunkt zweier Normalen betrachtet werden, die zu zwei aufein- 
ander folgenden Punkten der Curve gehören. Denkt man sich nun für 
die auf einander folgenden Punkte einer Curve in ihrer Continuität die 
Krümmungskreise bestimmt und construirt, so werden auch die zuge- 
hörigen Krümmungsmittelpunkte ein Continuum, d. h. eine^Curre bil- 
den. Diese Curve heisst die abgewickelte Curve (developp6e) oder 
Evolute, die ursprünglich gegebene dagegen y =z f (x) die Ab- 
wickelungscurve (developpante) oder Evolvente. Die Gleichung 
der Evolute wird gefunden, wenn man aus den vorhin gefundenen 
Werthen für a und ß mit Hilfe der Gleichung y = /"(jt) die Grössen 
X und y herauseliminirt , so dass nur eine Gleichung zwischen o und 
ß den Coordinaten der Mittelpunkte der Krümmungskreise übrig bleibt« 
Die Normale der Evolvente ist zugleich Tangente der Evolute und weil, 

wie sich leicht ergiebt, d(> = yjda^+dß^ ist, so folgt, dass der 
Unterschied zweier in beliebigem Zwischenraum liegenden Tangenten 
der Evolute gleich der Länge des zwischen den beiden Berührungs- 
punkten liegenden Bogens ist. 



111^ 

Weim die Qeichung einer Carre in Polar- Coordinaten f(r, 9)) = 
eben ist, so erhält man leicht sämmtliche bisher angeführte tirös^ 
, wenn man in ihren Ausdrücken nur 

dr 
$ing> .— + r.cosq> 

= r.cosq), y = r^tmy, ^ = r^- setzt, wobei r 

D radius vector und q> die amplitudo bedeutet. Es wird alsdann: 

dr 
cos (p . r . $in q> 

die Subtangente =ä r.sinq). -^- 

dr , 
«» 9) . — +r. CO» y 

die Subnormale « r . sinw . — -^ 

dr 
co$g>. r,sinq> 

e Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts 



\dq)/ } l ^ ^ ^ do) 
o = r.co«9— ^ 2: T-^j;;^^, ^5- — »^ 



r'+2i— \* — r — 
Her der Krümmungshalbmesser: 






Wenn eine krumme Oberfl^e x =s /'(x, y) gegeben ist, so wird 
! Gleichung der Tangentenebene: 

^ If V' ^ ^^® laufenden Coordinaten der Ebene sind , und worin 
dl der Differentiation für x, y, z die Coordinaten des Berührungs- 
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punktsf einzusetzen sind. Die Neigungswinkel der Tangentenei 
(welche durch I bezeichnet werden mag) gegen die Coordinatenebe 
werden: 

dz 

dx 
cos{l.yz)^ / / ^f Tf 



v^-m-m 



cos(^I,xz)=s 



dz 
dy 



w^-m-m 



cos{I>acy)=z 



/^-(er+(^) 



Die Gleichung der Normale wird 






» »> ^^ tt 



Die Länge der Normallinie vom Berührungspunkt bis zur 
Ebene der yz wird ^^-l/i + IT") +(t") 

„ „ .. „ =• vi+(s)'+(l;)'- 

Die Gleichung der Beruhrungskugel, deren Mittelpunktscoordi 
ten a, /?, y und deren Radius q sein mag, wird 

und es ist: 



dz 



^■Tx 



^f'-{%hm 
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dz 



y= z — 






Der Radius der Kugel bleibt unbestimmt, weil es unendlicb viele Ku- 
geln giebt, welche mit einer Oberfläche eine gemeinsame Tangenten- 
Ebene, d. h. eine Berührung der ersten Ordnung haben. Eine voll- 
ständige Berührung der zweiten Ordnung lässt sich mit der Kugel 
nicht erzielen, da sie nur vier Constante in ihrer Gleichung enthält 
und bei einer vollständigen Berührung der zweiten Ordnung sechs Be- 
dingungsgleichungen genügt werden muss> nämlich, wenn die Glei- 
chung der Oberfläche z = f(x,y) ist: 

'""' ^' ds "" d|' dy "" drj'dx^ " dP'ds.dy'^ d^.drj ' diß "" d^' 
Man kann aber doch eine Kugel finden, welche mit einer gege- 
benen Oberfläche eine Berührung der zweiten Ordnung in sofern hat, 
dass ausser der Erfüllung der drei ersten genannten Bedingungen noch 
die Summe der drei Glieder zweiter Dimension , bezüglich auf die ge- 
gebene Oberfläche und bezüglich auf die Kugel einander gleich wer- 

, d'ü 

den. Man hat alsdann, wenn man -^ = cü setzt, folgender Bedin- 

gungsgleichung zu genügen: 

d*^_d»£( ( d^l d^z ) , ^jd^^ d'^zi 

d^^ dx^i'^^'^'U^.dT] dx.dy]'^'^ \dr]^ d?j~" 

Weil nun das co oder -^ die trigonometrische Tangente des Winkels 

ds 

i>edeutet, welchen die Knotenlinie einer Ebene, die man durch die 

Oberfläche senkrecht auf die a;y Ebene legt, mit der XAxe bildet, so 

^ird dieses cu, dem man einen beliebigen Werth beilegen darf, die 

'Dichtung angeben, in welcher bei Erfüllung der genannten Bedin- 

K^g die Kugel mit der Oberfläche eine Berührung der zweiten Ord- 

^^g hat« Unter allen diesen möglichen Werthen giebt es zwei , die 

15 
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besonders bemerkenswcrth sind, nämlich die, welche den Radius der 
Berährungs- Kugel zu einem Maximum und zu einem Minimum ma- 
chen, d. h. die, welche den Sinn angeben, in welchem die geringste 
und die stärkste Krümmung der Oberfläche stattfindet Setzt man der 

dt dx d^x d^x d'^x 

Kürze wegen: - = J», r^==q. 5^,= r, 5;^ = ', 5p =. « 

(1+?*)»— i»gt = ^ 

(l + g»)r— (l+p*)( = B 
{l+p')i—pqr=zC 
(1 +j>*) ( + (1 +g») r—2pqt = D 
so werden die beiden Wertbe von co diese: 

— B + -JW+~iAC 
"= =^"2l 

und die zugehörigen Wertbe des Krämmungsbalbmessers : 

^ "^ 2(rt—s^) 

Die beiden Curven, welcbe hierbei auf der Oberfläche bestimmt wer- 
den und welche die Curven der grössten und kleinsten Krümmung ge- 
nannt werden, haben die merkwürdige Eigenschaft, dass sie auf einan- 
der senkrecht stehn. 

Wenn man zwei Oberflächen F(s,y,z) = und f(.x,y,x) =0 
als coexistirend annimmt, so erhält man im Allgemeinen, als ihren 
Durchschnitt, eine Curve doppelter Krümmung. Denkt man sich aus 
den beiden Gleichungen einmal y und dann z herauseluuinirt, so kann 
man als bequemere Form für die Gleichung der Curve doppelter Krüm- 
mung erhallen t/=q){x), x^yj{s). Die Gleichungen einer Tangente 
an diese Curve werden: 

Wenn man die Gerade sucht, welche in einem bestimmten Punkt 
X, y, z m{ der Curve senkrecht steht, so ergiebt sich natürlich sehr 
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bald, dass man nicht eine einzelne Normale, sondern eine ganze Nor- 
malebene erhalten muss, der^n Gleichung ist: 

(?-').- + ('?-y)g+(?-^)=o. 

Sucht man den Kreis, welcher mit der Curve doppelter Krümmung 
eine Berührung zweiter Ordnung hat, so möge derselbe als der 
Durchschnitt einer Kugel 

e» = (^- a)' + (,-&)* + (^- c)^ 

und einer durch deren Mittelpunkt a, h, c gelegten Ebene 

S—a + (fi — h)Ä + (^— c)Ä=0 

betrachtet werden. Soll nun eine Berührung zweiter Ordnung statt« 
finden, so müssen nicht allein diese Gleichungen selbst, sondern auch 
ihre beiden ersten Differentiale richtig bleiben, wenn man in ihnen 
die Coordinaten rc, y, i des Berührungspunkts der Curve einsetzt, so 
dass man erhält, wenn man durchaus kein Differential als constant 
annimmt: 

(x^ay + (y— &)* + (^—0^= q" 

x—a + (y— 6) Ä + («—0 i? r= 

(s — a).dx + (y — h).dy + {x — c).d* = 
dx + A.dy + B.dz^ 

(x—a). d''x+(y—h).d^y+(z—c) . dh+dx^+dy^+dz^:=^0 
d^x + A.d^y + B.dh—0. 

Hieraus ergiebt sich: 

dz.d ^jg — dx.dh 

dy.d^z — dz.d^y 

dx, d^y — dy . d^s 

dy . i^z — dz . d'^y 

und wenn man der Kürze wegen setzt: d5^= dx^ +dy* + dz'^ und 

a—x=^\{dy'^^dz'^)d'^x—{dy.d'^y'^dz.dh)dx\ 
h — y= ^.\{dx^ + dz^)d^s-'(dx.d^x+dz.dh)dy\ 
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— z=z^.\(d:c^ + dy^)d^z — {d:t.d^s+dy.d^y)dz)^ 



ds^ 



?7=0 und fT^Vo 



yjidy . dH—dz . d'^y)'^+{dz . d^x—dx.d^z)^ -i^ids.d^-'df.tPs)* 

Etwas vollkommen Verschiedenes Yon dem, woYon soeben die Rede 
gewesen ist, d. h. verschieden von der Berührung zweier Curven oder 
Flächen, ist das Verhältniss der sogenannten eingehüllten und 
einhüllenden Curven oder Flächen. Wenn man zunächst eine 
ebene Curve I7s=/'(jr, ^) = hat, so kommt dieser eine bestinunto 
Natur zu, welche durch die Beschaffenheit der Funktion f bedingt 
wird; ihre Dimension dagegen ist nur abhängig von den Zahlenwe^ 
then der einzelnen > in der Gleichung der Curve enthaltenen Constan- 
ten, oder von den sogenannten Parametern. — Denkt man sich noa 
irgend einen dieser Parameter, den man a nennen mag, in dem Zu- 
stande der beständigen allmäligen Aenderung, so wird man- ebenso 
beständig Curven derselben Natur, aber verschiedener specieller Lage 
und Dimension erhalten. Denkt man sich also dem Parameter a ei- 
nen spcciellen Zahlenwerth beigelegt, so erhält man eine ganz be- 
stimmte spccielle Curve, ändert man aber nun dieses a, so erhilt- 
man eine neue Curve, zwar von derselben Natur, aber in andrer 
Lage und diese wird die vorige in einem oder mehren jPunkten schnei- 
den, welche oiTenbar so beschaffen sein muss, dass ihre Coordina- 
ten a: und y dieselben gebUeben sind, während sich das a geändert 
hat; für sie werden also gleichzeitig diese beiden Gleichungen 



giltig sein müssen. Eliminirt man aus diesen das a heraus, so er- 
hält man die Relation zwischen a; und y, welche für alle die Punkte 
richtig sein muss , in welchen sich zwei auf einander folgende Lag^ 
der Curve schneiden. Diese Relation ist natürlich wieder die Glä- 
chung einer neuen Curve, welche man die einhüllende Gurvß 
{enveloppe) nenuiy während die Curve 17=0 die eingehüllte (envelofpi^') 
genannt wird. Die einhüllende Curve hat offenbar in jedem ihrer PuokM 
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iine gemeinschaftliche Tangente mit der gegebenen ihrer Form und 
Lage nach yeränderlichen Curve. 

Bedeutet ebenso 17 = die Gleichung einer Oberfläche, in der 
Weise, dass U eine Funktion von s, y , % und einem constanten Pa- 
rameter a ist, so wird natürlich für jeden bestimmten Werth von a 
audi die Oberfläche eine ganz bestimmte sein; gibt man aber dem a 
nadi und nach alle möglichen Werthe, so erhält man ofienbar eine 
Folge Yon Oberflächen, die alle dieselbe Natur haben und sich nur 
ihrer Lage und Dimension nach durch den besondern Werth des a 
TOD einander unterscheiden. Die ganze Reihe aller dieser Flächen 
wird durch eine andre Oberfläche begrenzt, von welcher alle jene be- 
rührt werden und die analog dem Vorhergehenden die einhüllende 
Fläche genannt wird. Aendert man in der Gleichung der Fläche 
V^f(x, y, z, 0)=^^ nur den Parameter a, während man die Coor- 
. dinaten x, y^ z ungeändert lässt, so werden die beiden Gleichungen 

zusammen genommen, für alle jene Punkte gelten, welche den bei- 
den aufeinander folgenden Lagen der Oberfläche gemeinschaftiich sind, 
i h. sie werden ihre Durchschnittscurve bilden , in welcher zugleich 
zwei nächste eingehüllte Oberflächen Yon der einhüllenden berührt 
werden. Diese Curve führt den Namen Charakteristik. Eliminirt 
man aus den beiden genannten Gleichungen die Constante a, so er- 
hält man die Relation zwischen x, y,z, welche allen Charakteristiken 
zukommt, d. h. man erhält die Gleichung der einhüllenden Fläche. 
Aendert man aber in diesen beiden Gleichungen nur das a, während 
^^ X, y, z ungeändert lässt, so gehören die Gleichungen 

zudem oder zu den Punkten, in welchen sich zwei aufeinander fol- 
gende Charakteristiken schneiden, die einem speciellen Werth von a 
kommen. Eliminirt man aus ihnen das a, so erhält man zwei 
Gleichungen zwischen jc, y, z, welche für alle Durchschnittspunkte je 
^eier nächster Charakteristiken giltig sein müssen und welche also 
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die Gleichung der Curve sein müssen, auf welcher alle diese Durch- 
schniltspunkte liegen. Man nennt diese Curve die WendungscurTe 
(arete de rebroussement). Diese Wendungscurve wird offenbar ebenso 
von allen Charakteristiken berührt, wie die einhüllende Oberfläche tob 
allen eingehüllten. 

Eine cylindrische Oberfläche entsteht im Allgemeinen dorcfa die 
Bewegung einer geraden Linie, die während ihrer Bewegung einer an- 
dern unbeweglichen Geraden parallel bleibt und immer durch eine ge- 
gebene, die leitende Curye geht. Ihre Gleichung in partiellen 
Differentialquotienten ist: 

oder in endlicher Gestalt: 

wo g> eine willkührliche Funktion bedeutet, die Ton der Natur der 
leitenden Curve abhängt, während a und b die Richtung der unbe- 
weglichen Geraden bedingen, in sofern x=^az und y = (» die Glei- 
chungen einer Linie bedeuten, die durch den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten parallel mit der gegebenen unbeweglichen gelegt ist« 

Eine conische Oberfläche wird durch die Bewegung einer gera- 
den Linie erzeugt, welche beständig durch einen gegebenen festen 
Punkt und durcli eine gegebene Curve, die leitende Curve, gebt. Ihre 
in partiellen Differentialquotienten ausgedrückte Gleichung ist : 

-'=('-)[S]+ö'-»)-[|] 

oder in endlicher Gestalt: 

y-6 



C 



=-(s). 



wo q> eine von der Natur der leitenden Curve abhängige Funktion ist 
und a, &, c die Coordinaten des gegebenen festen Punkts sind. 

Eine Rotationsoberfläche entsteht durch die Bewegung einer ge- 
gebenen Curve um eine gegebene feste Gerade (die Rotations •* Axe). 
Ihre in partiellen Differentialquotienten ausgedrückte Gleichung wird: 
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ib-y+Bz) .[g- (a-x+Az) ■ [g] + i (b-y) - B (a-s) = 



dy. 
oder in endlicher Gestalt: 

wo ^ eine Ton der Natur der bewegten Curve abhängige Funktion be- 
deutet und a, &, ii, ^ die Constante in der Gleichung der gegebenen 
Rotationsaxe sind, nämlich in 

Developpable Oberflächen nennt man im Allgemeinen solche, wel- 
che durch die Bewegung einer geraden Linie entstehen, von der je 
zwei nächste Lagen sich immer in einer Ebene befinden. Da aber 
zwei Gerade, die in einerlei Ebene liegen, sich entweder schneiden 
oder einander parallel sein müssen, so erhält man dadurch entweder 
die conischen oder die cylindrischen Oberflächen im weitesten Sinn des 
Worts, Wegen dieser Erzeugung wird man diese Flächen als aus ebe- 
nen Elementen bestehend ansehn können, die von unendlich kleiner 
Breite sind und sich in geraden Linien schneiden. Lässt man das er- 
ste Element sich um seine gerade Durchschnittslinie mit dem zweiten 
Element drehen, bis es in die Ebene des zweiten Elements fällt; 
lässt man sodann die Vereinigung dieser beiden Elemente sich um die 
Durchschnittslinie des zweiten Elements mit dem dritten drehen, bis 
sie in die Ebene des dritten Elements fallt u. s. w. f., so lassen sich 
alle Elemente, d. h. die ganze Fläche in eine einzige Ebene ausbrei- 
ten und dieses ist die wesentliche Eigenschaft der developpabeln Ober- 
flächen. 

Wenn man eine Ebene so bewegt, dass sie allmälig alle Punkte 
einer Curve durchläuft und dabei stets senkrecht auf dieser Curve 
steht, so werden die auf einander folgenden Durchschnitte je zweier 
Lagen dieser senkrechten Ebene nothwendig eine developpable Ober- 
fläche bilden. Oder man kann auch eine developpable Oberfläche er- 
halten, wenn durch die einzelnen Punkte einer gegebenen Curve eine 
Ebene gelegt wird, die zwei gegebene Oberflächen berührt. 
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In beiden Fällen ist die developpable Oberfläche eine einhüllen- 
de Fläche, während die bewegte Ebene die eingehüllte ist. Die Cha- 
rakteristik dieser einhüllenden Fläche ist oflenbar eine gerade Li- 
nie. Daher wird man auch die developpable Oberfläche als durch die 
Bewegung einer Geraden entstanden ansehn können, die beständig 
Tangente einer Curve doppelter Krümmung, nämlich der Weodungs- 
curve ist. 

Es seien jetzt j:= f(z), ^ssF(z) die Gleichungen einer Curre 

und 

z = Mx + Ny + P 

die Gleichung einer Ebene, die beständig in allen ihren Lagen senk- 
recht auf der vorigen Curve stehn soll. Wenn man einen gewissen 
Punkt in der Curve annimmt, etwa x = a, x = f(a), y = F{a), so 
werden die Grössen M, N, P noth wendig von diesen Coordinaten ab- 
hängen, da die Ebene durch diesen Punkt gehn und auch senkredit 
auf der Curve stehn soll; sie werden also gewisse Funktionen von a 
sein müssen. Demnach hat man 

j5=a?.5p(a) -f- y-xpicc) + a. 
Denkt man sidi nun von einem Punkt der Curve zum nächst- 
folgenden übergegangen, so muss man a ändern, d. h. diese Glei- 
chung in Bezug auf a differentiiren , wodurch man erhält: 

d.q>(a) d.xp{a) 

da ^ da 

da* ^^ da« 

Die beiden ersten Gleichungen zusammen genommea bilden die 
Gleichung der Charakteristik; wenn man aus diesen beiden das a dir 
minirt, erhält man die Gleichung der developpabeln Oberfläche und 
wenn man aus allen dreien das a eliminirt, so ergeben sidi zwei Glei- 
chungen zwischen x, y, z, welche die Wendungscurve geben. 

Durch partielle Differentiation der ersten Gleichung ertiält man 



s-*« 
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nd wenn man hieraus a eliminirt: 

prenn f irgend eine Funktion bedeutet« 

Aus der obigen ersten GIeidiung> z ^ x.g>(a) + y.tp(a) + a, 

9 

efbält man Jetzt: 

« = '-*• [l]-^{S 

als« auch [|] = g, . j ,_^ . [I] _ j, . [|j j 

""'*[|]=9>|«-i£;i-y[g]! 

welches alle verschiedene Formen fär die Gleichung der dereloppabeln 
Oberfliche sind. 

Aus der Gleichung f-^ = f T -p] ergibt sich endlich noch 

Id^] '^ ^ L5yJ • Ids.dyi 

lds.ds\~' UyJ'Uy*J 

und hieraus :[^J-[£q.[gf} 

welches auch eine Gleichung der deyeloppabeln Oberfläche ist. 

Wenn wir endlich noch für irgend eine Curve die besonders 
merkwürdigen oder ausgezeichneten Punkte (points sin- 
gvliers) andeuten wollen, so sind zunächst diejenigen Punkte zu 
nennen, für welche die Ordinate ein Maximum oder Minimum werden. 
Wenn y=sf(x) die Gleichung einer ebenen Curve ist , so gibt der 

Werlh Yon «, der aus der Gleidiung -^ =33 erhallen wird, die Ab- 

scisse an, zu welcher die grössle oder kleinste Ordinate gehört, je 

^chdem ^-^ Tür denselben Werth Yon «r negativ oder positiv wird. 
dx 

Wenn der zweite Differentialquotieiit j^ s: gesetzt wird, so 

16 
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gibt der daraus erhaltene Werth ?on x diejenige Abacisse an, für 
welche am Endpunkt der Ordinate ein sogenannter Inflexions- 
oder Wendepunkt stattfindet^ d. h. ein solcher Punkt, in welchem 
die Curve die Art ihrer Biegung ändert, sei es, dass sie Yor diesem 
Punkt ihre concavc und nachher ihre convcxe Seite der XAxe zuwen- 
det, oder umgekehrt. Natürlich darf beim Verschwinden des zweiteo 
Differentialquotienten nicht zugleich der Differentialquotient für densel- 
ben Wertli von «r zugleich mit yerscbwinden , oder wenn dieses den- 
noch der Fall sein sollte, so muss der erste, lür diesen Wertli von 
s, nicht verschwindende Differentialquotient von ungerader Ordnung 

gein. — Ebenso muss man ^-j = -^ setzen und näher untersu- 
chen, ob bei dem zugehörigen Werth von x ein Wechsel der Gonca- 
vilät und Convexitut der Curve stattGndet. — Zur Bequemlichkeit der 
Rechnung kann es auch mitunter von Vorlheil sein, die Concavität und 
die Convexiiät in Bezug auf die FAxe in Betracht zu ziehn, so dass 
man also aus der Gleichung der Curve den zweiten Differentialquotien- 

/ d'a; \ 
len von a: in Bczuk auf v, | -—« | unte]*sucht. 






Ein isolirter oder beigeordneter Punkt (Einsiedler) 
zeigt sich bei einer Curve, wenn für einen gewissen W^erth der Ab- 
scisse der zugehörige Werth der Ordinate reell ist, während die Or- 
dinaten , welche zu unmittelbar vorhergehenden oder unmittelbar nach- 
folgenden Abscissen imaginär werden. Der erste Differenlialquotient 

(j-\ erscheint dann jedesmal in unbestimmter Gestalt (-^), obgleich 

nicht umgekehrt aus der Unbestimmtheit des ei*sten Differentialquotien- 
ten unmittelbar auf die Existenz eines isolirten Punkts gesdilossen wer- 
den darf. Denn wenn derselbe in unbestimmter Gestalt erscheint , so 
ist es auch häufig möglich, dass er keineswegs imaginär, sondern nur 
mehrdeutig ist. Um die verschiedenen Werlhe zu finden, denkt man 
sich aus der Gleichung der Curve die Wurzelzeichen, welche nothwen- 
dig darin vorkommen müssen, wenn überhaupt eine Mehrdeutigkeit 
möglich sein soll, durch zweckmässige Potenzirung fortgeschafit, dann 
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irird die Gleichung die Form f(s,y) = erkalteu. Differentürt man 

,„,„. 80 Wird \j^^^] g + [^^^] = 0. Verschwinden nun 

bade partiellen Differentialquotienten von f(x^y) für bestimmte zusam- 

' mengehörige Werthc von x und y, so wird -p = -g- und man muss 

die Differentiation wiederholen , wodurch man erhält 

\rdi"Ux^^i dy^ Wii) "^ Li:r5rJ'5^'^L~s^^^j 

Dl nun [ , 1 «« sein soll , so verscliwindet das erste Glied, 

wdchcs —^ enthält und es bleibt eine quadratische Gleichung zur Bc- 

dv 
s&Dmnng von -^ übrig, woraus sich also zwei Werthe desselben er- 

WM» 

h 

i gA«n müssen. Wird aber auch hierbei wieder -^ = -g-, so wiederholt 

dx " 

I man die Differentiation , wodurch sich eine cubische Gleichung ergibt 

I' tt. 8. w. f. Auf diese Weise erhält man wahre Werthe von -y- für ein 

ax 

und dasselbe zusammengehörige Werthenpaar von x und y, was noth- 
wendig anzeigt, dass in diesem Punkt der Gurve mehre Tangenten vor- 

1 banden sind. Es schneiden sich also in diesem Punkt mehre Aeste 

' der Corve oder es ist ein vielfacher Punkt. 



Wenn 9 ^=^f(x) und auch -p für einen gewissen Werth von x 

ax 

w einen gewissen Werth erhalten , wenn ferner entweder f (x + K) 

oder f(x — h) für ein beliebig kleines h imaginär wird, dagegen aber 

^doppeldeutig ist, so erhält man einen R ückkehrpunkt und zwar der 



<^r8ten oder der zweiten Art, je nachdem die beiden Werthe von 
j^ verschiedene oder gleiche Zeichen haben. 



IM 



S. 12. 
Beispiele. 

1. Au fg. Es soll die aUgemeise Gleichung der Kegelscbnitti 
untersucht werden. 

Lös. Wenn man die Gleichung des zweiten Grades in der G^ 
stalt 

annimmt, so bedeutet sie eine Parabel, eine Hyperbel, eine Ellipse oder 

einen Kreis, je nachdem — = 1 oder > 1 oder <^ 1 oder s= nl 

m 

Es wird ^ = + . , , , . - , x »mitluB 

dx — /^„/ . . 1 l_. / . 1 \^, 



V^i+iH^-i) 



»-•^•^=± 



^('+ih 



^2^(l + i)*-(l-l)*^ 



E 

dx 



(i+i)- 



i'^iH^-i) 



Je 



woraus sich ergibt, dass nur unter der Bedingung— > 1 die Gurre 

tu 

eine Asymptote haben kann, also nur die Hyperbel. 
Suhnorm. = i?(l + — W (l — ■^) x 



Die Subtang. wird =a 2ar, wenn — = 1, d. lu bei 



der Parabel. 
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Die Tang, und Norm, ergibt sich leicht, wenn auch im Allgemei- 
nen in unbequemer Gestalt. Einfacher und verständlicher werden alle 
diese Ausdrücke^ wenn man die Gleichungen der drei Curven von ein> 
ander sondert. Diese werden bekanntlich , wenn man bei der Parabel 
den Scheitel*, bei der Ellipse und Hyperbel den Mittelpunkt zum 
Anfangspiukt der Coordinaten wählt, die Hnuptaxen zu Abscissenasen 
and darauf senkrecht die Ordinaten : 

Gleichung der Parabel: jy^= 2px 

- Ellipse: y*^ (! — «») (a*—^*) 

- Hyperbel : y* = (e«— 1) (or* — a*). 

Hier bedeutet 2p den Parameter der Parabel, a die halbe Hauptaxe, 
e das Verhälttti«« der Excentricität zur Hauptaxe. 
Hiernach eiiiält man 
1) Für die Parabel: ^_ 

Gleichung der Tangente: tj — y = + '\/ 5" • (^ — •**) 



Normale 



17— y=+Y y-(f— *) 



Länge der Tangente =V2p4P + 4ar* 

- Subtangente =2.r 

- Normale =*>/2pa? + p* 

- des Krümmungshalbmessers = ^^-^Zl^ 

SP _ 

DieCoordinatend.Krftmmungsmittelpunktsr ^ ^ 

(a = ^ (p + 0?) 

Gleichoüg der Evolute: /J*+2a*/ 1+— )« 0, nur für nega- 
tive Werthe von a mögUch. 
2) Für die Ellipse: 

Gleichung der Tangente : ti — y = + - . \ . (5 — ^) 

^ a* — JP* 

V Q^ *"-" OC^ 

- Normale: 1? — ya8+ . , (| — x) 
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Länge der Tangente 



- Subtangente 



= — v«* — •*■* V«* — ^^^ 



ßi — a?* 



X 

- Nonnale =:yjl — e^^a}—t^jc^ 

- SubnormaJe = (1 — e*) or 



2 



des Krümmungshalbmessers = — . 
Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts { «VI « 



a* 



Gleichung der Evolute: «a -}.^ i-»e*./S3 &= a"T«T 
3) Für die Hyperbel: 

Gleichung der Tangente: ly— y= +-~L====r .(|— jr) 

. Normale : tj^y — + "* . {^—x) 

•ry«* — 1 



= — '^ x^ — o* V «'«^^ — ^-fl' 



Länge der Tangente 

Subtangente = 

X 

- Normale = V«*— 1 yl e^x^r^-a^ 

Subnormale =(c* — 1)0? 

s 

/^2 jp2 a*)"*" 

des Krümmungshalbmessers = 



^^ — 

Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts 

a = 



/? = — ^^-^, 



c^or' 



a» 



2 o,_- 2 2 4 



Gleichung der Evolute : «3 — ^«2 — 1.^3=a8.e3 
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Die trigonometrische Tangente des Winkels , den die Asymptote 
mit der XAxe bildet, ist = ^c'-* — 1. 

2. Aufg Es sollen die hingehörigen Stücke bei der unter dem 
Namen der Cissoide des Diocies bekannten Curve bestimmt 
werden. 

Lös. Wenn man einen festen Kreis mit dem Radius r hat, den 
Endpunkt eines seiner Durchmesser zum Anfangspunkt der rechtwink- 
ligen Coordinaten nimmt, diesen Durchmesser selbst zur XAxe und die 
darauf Senkrechten zu Ordinaten , so bildet sich die Curve nach fol- 
gendem Gesetz: Wenn man in dem zweiten Endpunkt des genann- 
ten Durchmessers eine Tangente an den gegebenen Kreis zieht« die na- 
turlich parallel mit der Ordinatenaxe geht ; wenn man alsdann von dem 
angenommenen Anfangspunkt der Coordinaten eine Secante bis zum 
Durchschnitt mit der soeben erwähnten Tangente führt; sodann die 
Länge der Sehne, welche von der Secante durch den Kreis abge- 
schnitten wird, auf ihr wiederum, vom Durchschnittspunkt mit der 
Tangente gerechnet, rückwärts abschneidet, so ist dieser Abschneide- 
punkt ein Punkt der Cissoide. 



Die Gleichung der Cissoide wird ^ y = + 



V2r — X 



»1 » 



» »» 



ihrer Tangente: ?j— y = -— ^T -(s— a?) 

(2r — X) '« 

(2r — jr)*'« 
„ Normale: ^-y = -^-^— - -^^-. (g- g;) 

die Unge der Tangente wird = '"^•VSr-S^ 

(3r — x)y\^r — X 



5» >» 



» *) 



„ Subtangente = -4-^^ 

or — X 

„ Normale = ^^^^^^ 



„ „ „ Subnormale = — ^r —^ 

(2r — x)^ 

Der Krümmungshalbmesser wird = ^ fj} ^ t - ^ 

o(2r — x)^ 
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P = . 

DieCoordinatftndesKrüraraungsrailtelpunkts: ( ^ * 

1 ra?(12r — &r) 

/*- 3(2r— a?)* 

Die Gleichung der Evolute wird: 27/9« + 1152r«/?« + 4096r«a=0 
Bei ar = ist ein Ruckkehrpunkt der ersten Art; die zu jr=2f 
gehörige unendliche Ordinate ist Asymptote der Curve. Da 

~-^ — h . immer ein gleiches Zeichen mit der Ordinate v 

dx^ -^a?(2r — jpy« ' 

hat, so kehrt die Curve stets ihre convexe Seile der XAxe zu, 

3. Au Tg. Es soll die gewöhnliche Cyloide untersudit werden. 

I. ö s. Wenn ein Kreis mit dem Radius r auf einer geraden Li- 
nie rollt, so beschreibt ein in der Peripherie desselben angenommener 
Punkt die gewöhnliche Cycloide. Reim Anfange des Rollens möge der 
angenommene Punkt auf der Linie liegen und dieses sei der Anfangs- 
punkt der Coordinaten, die gegebene Linie die ZAxe und darauf 
senkrecht die FAxe, so ist die Gleichung der Cycloide: 

y = r. arc, l sin vers = — I -fv2rjr — x^ 



V" 



— jr 



d^y r 

dp "■ ^V2r — 



/ 



- ^""3r = ~ V 2^^ ^^"""^ 

Die Länge der Tangente wird = yj2r^ ._ ^ . arcl sin vers =sf.\ 

V2r — X \ r j 

M „ „ Subtangente „ = J? + , . arc { sin vers =s -^ 1 

V2r— « \ r I 

„ „ „ Normale „ = yJ2r (2r — x) +^^=J: arcl sin vers =- 
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Die Läftge der Subnormale wird = 2r— a;-}- ^ ^IT^ .arcl «mt?er«=— \ 

Va? \ r I 

„ „ des Krümmungshalbmessers = — 2x yl2rji:{2r — x) 

Die Coordinaten des Krömmungsmittelpunkts : 

|/^ = — ^2rjr—j!;^ + r ,arcl sin vers = — i 

Die Gleichung der Evolute wird: 

ß = r^arcl sinvers = 1 — ^2r(4r— of) — (4r — a)\ 

welches die Gleichung einer der ersten vollkommen congruenten Gy- 
cloide ist. 

4. Au fg. Es soll die Lemniscate untersucht werden. 

Lös. Die Lemniscate ist eine Curve vom vierten Grad, de- 
ren Gestalt die einer Acht ist, nämlich od. Nimmt man den bei- 
den Theilen gemeinschaftlichen Punkt zum Anfangspunkt der Goordi- 
naten, die durch diesen Punkt gehende horizontale Gerade zur 
XAxe und darauf senkrecht die FAxe, so wird, wenn noch a die 
Hälfte der gezogenen horizontalen bedeutet, die Gleichung der Lem- 
niscate : 

oder wenn man Polarcoordinaten wählt, was hier sehr zweck- 
mässig ist: 

r^ssa^co82g>. 

Hieraus ergibt sich 

dy _ Jc,(a^ — 2je^ — 2 y^) __ coscp.(l—2cos2 (p) dr_^ asin 2 q> 

da? "" y .(a* + 2a?2 + 2y'^~) ^ sing) . (1+2 cos 2 9)) ' dgp"" yfcösYtp 

Die Gleichung der Tangente wird 7) — y= ^*}\ ~ \ ~o^2x '(^— ^) 

' ^ y.{a^ + 2a:^ + 2y^) ^ 

- - - Normale - i?— y = ^\ 7^, ^ . 2^ (?— ^) 

Die Länge der Tangente wird = «'f • V a^' + tf' a.$inq>.yl cos2f 

17 
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. , w*(a«+2a;'+2.v*) a.sina)*(l+2cos2a))Veos2a) 
Die L. d. Subteng. wd = ^^^^_^,_.^y^^ co«y.(l-2ca»2y) 

d^Jx^+y^ a • V €08 2 g> 

. Länge der Normale wird = -qr^^jq. 2y» = i+2m2y 

. , xia^ — 2x* — 2«*) a.cosg).(l-2cos2g>).Vcos2g) 
- L.d.Subnorm.w.rd=^j:p^3^r+^= rr2^2^^ 



a^ a 



Der Rräinmungshalbmcsser wird = —. _= , 

Die CoordinateD des Krümmungsmittelpunkts : 



^^^ 3(x2 + y^J ~ 3V'cö^ 

*"" 3(a;2+y»~ "3Vcos2g) 

Die Gleichung der Evolute wird: 3(a"3" 4-^"r)y of'ä'— /Ja = 2fl. 

Wenn man wegen der Aufsuchung ausgezeichneter Punkte den ersten 
DiiTerentialquötienten unbestimmt annimmt, d. h. also 

a-.(a2 — 2a-2— 2y*)=.0 

y.(a^+2ar2+2y»)=0 
setzt, so erhält man als zusammengehörige Werthe von x und y, die 
zugleich der Gleichung der Curve genügen, nur j:=:0 und y=0; 

um nun den wahren Werth von —^ für diese hesondern Werthe der 

dx 

Variabein zu erhalten, differentiirt man die Differentialgleichung 

y.{a^ + 2a;^ + 2y^}.^=^:v.{a^—2x^-~2j^) 

dx 

nochmals und erhält dann, bei Berücksichtigung der genannten Be- 
dingungsgleichungen : 

^» = + 1 

dx ~" 
d. h. die Curve hat im Anfangspunkt der Coordinaten zwei Tangenten, 
also einen doppelten Punkt, die re^ctiven Winkel, welche die beiden 
Tangenten mit der XAxe bilden, smd -^tv und -|-7r. Es stehn daher 
die beiden sich hier schneidenden Aeste der Curve auf einander 
senkrecht. 
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5. Au fg. Untersuchung der Conchoide des Nicomedes. 

Lös. ^ Denkt man sich eine gerade Linie und zwar, um die Be- 
griffe zu itxiren, in horizontaler Lage, unterhalb derselben in der 
senkrechten Entfernung h einen Punkt, den man den Pol der Con- 
cboide nennt, zieht man alsdann von diesem Pol aus gerade Linien 
durch die feste Gerade und schneidet auf ihnen oberhalb und unter- 
halb des Durchschniitspunkts eine constante Grösse a ab, so erhält 
man dadurch zwei Punkte, weldie respective zur obern und untern 
Conchoide gehören. Nimmt man nun die gegebene feste Gerade zur 
lAxe, die von dem Pol auf diese geföUte Senkrechte zur FAxe an 
und zwar so , dass zur obern Conchoide die positiven Werthe der y 
gdiören, zur untern dagegen die negativen, so wird die Gleichung 
der Conchoide : 



oder 



=(i+i)^^^' 



Die Gleichung der Tangente ist: rj—y^ r4r~2 ^ • (b— •^) 

„ Normale „ V'y = yr;f^p'^^—^) 

Die Länge der Tangente wird = . 

yyla^—y^ 

„ „ „ Subtangente,, = y ^ ^2_yi 

„ „ „ Normale „ = -^ y^+a^t 

V* V Ä* — y^ 
„ „ „ Subnormale,, = Ji^i f- 

Wer Krümmungshalbmesser wu-d = f^ a . «^ . ^ — K-^rrr 

y (y +ohy^ — 2a*ft) 
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Die Coordiiiaten des Krämmungsmitlelpunkts sind: 

ft(.V»— 3o»y«— 3aHy »— o«ft») 
''■ y»(«>+36y'— 2 aH) 



\ 






Für a? = 00 wird nolhwendig y = und unter dieser VorauftseUung 
werden 

dx 2aH + g^ y— &y^) _ ^ 

d. h. es giebt eine Asymptote, die durch den Anfangspunkt der Coor* 
dinaten geht, die trigonometrische Tangente ihres Winkels mit der 
XAxe ist 

=,yli^Iiyl oder fär y = 0, selbst =6 
y* + a^b 

es wird also die ursprünglich angenommene feste Gerade, die zu- 
gleich zur XAxe diente, die Asymptote der Curve. 

Der zweite DifTerentialquotient = gesetzt, giebt: 

y3 + 35y2_2a»& = 0. 
Die Wurzeln dieser kubischen Gleichung geben die Ordinaten der 
Wendungspunkte , welclie aber wegen ihrer Realität näher zu untersu- 
chen sind, wobei sich aber eine Verschiedenheit herausstellt, je nach- 
dem 5 grosser als a, oder 5 kleiner als a ist. In letzterm Fall 
(ö^Ca), hat- die Curve eine sogenannte Schlinge oder Schleife. 

Anm. Wenn man auf der ursprünglich als fest angenommenen 
Geraden eine Ellipse so fortschiebt, dass ihre grosse Axe stets in die- 
ser Linie liegt und von dem angenommenen Pol der Conchoide gerade 
Linien durch den Mittelpunkt der Ellipse zieht, so werden die beiden 
Durchschnittspunkte in der Peripherie der Ellipse Punkte einer Curve^ 
die man elliptische Conchoide nennt. Ebenso erhält man auch 
eine parabolische und eine hyperbolische Conchoide« Wo 
vorhin die vom Pol ausgehende gerade Linie durch den Mittelpunkt der 
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Ellipse gezogen wurde, wird sie bei den beiden letztern durch einen 
bdiebig angenommenen Punkt der bezüglichen Aie zu ziehn sein. 

6, Aufg. Es soll die logarithmische oder logistische 
Linie untersucht werden. 

Lös. In dieser Curve schreiten die Ordinaten in geometrischer 

Progression fort, während die Abscissen in arithmetisdier Reihe wadi- 

send angenommen werden. Ihre Gleichung wird: y=fn.logx. 

dy ^m d^y m^ 

Jx'^lc' dx^ *" JP* 

Die Gleichung der Tangente wird: 97 — y « — (|— j:) 



oder ij = m I ~ — 1-j-logx \ 



„ „ Normale wird : rj—y ^— ^ (I— of*) 

oder Ti = ^-| hmlogs 

Die Länge der Tangente wird = logx.^m^ + jc^ 
„ „ „ Subtangente wird = xJogx 



i 



Normale „ = — ^ / m^ -f" ^^ 

„ „ „ Subnormale „ = — loga: 

X 

Dör Krümmungshalbmesser wird = 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden : 

ß'= tn .logx 

, m^ +x^ 
a= X H 

7. Aufg. Es soll die Quadratrix des Dinostratus un- 
tesudit werden. 

Lös. Wenn man eine gerade Linie um einen festen Endpunkt 
'^wegt denkt, so dass ein Kreisbogen und zwar zunächst ein Qua- 
^t entsteht, so möge die erste Lage des bewegten Radius eine veir- 
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ticale gewesen sein und die Ordinalen oder FAxe vorstellen, seine 
letzte Lage, die horizontale, die Abscissen- oder XAxe. Denkt nnn 
sich nun auf dem bewegten Radius in einer seiner Lagen einen Pookl 
so bestimmt, dass der bis dahin beschriebene Bogen sich zum ganzei 
Viertelkreis wie r — y zu r verhält, so gehört dieser Punkt der Qua- 
dratrix an. Nimmt man nun noch an, dass der Winkel, den der be- 
wegte Radius noch zu beschreiben hat, bis er in die horizontale Lage 
kommt, sich zu zwei Rechten verhält so wie 9) : tt, so hat man ab 
Gleichung der Quadratrix 

2a) , 2q) 

^ 7t * ^ ^^' 7t.tangq>' 

Um den Durchschnittspunkt der Curve mit der lelzten Lage des be- 
wegten Radius , d. h. mit der Abscissenaxe zu erhalten , muss mm 
^ = setzen, es wird aber dann a; = -^, oder wenn man nach der 

2r 
gewöhnlichen Methode den wahren Werth bestimmt = — . 

Bequemer werden die nöthigen Ausdrücke , wenn man neben 9 
noch den radius vector u statt der rechtwinkligen Coordinaten in die 
Rechnung einfuhrt; es wird dann y =: u 8inq>, x =^uco$q>^ also die 
Gleichung der Curve: 

2r q> 
n 8tng> 

mithin 

du __2r sin y — q),cosip d^ii _2r y . (1 + C08q>^) — 2<tn y«co»y 
dy TT * sing)^ ' d 5p* tt * sin q>^ 

Die Länge der Tangente wird 

Die Länge der Subtangente wird = — r-^ . {sinq>.cosq> — 9) 



1 



Normale - = ^^ (f-^sinq)^ — 2q>.sinq>. co8(p+^ 



n . (ßin q> . co8q> — q>) \ 



- Subnormale - = — ^ . -: ^—2 ! 

7t stnq>.co$q> — 9 
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DerKrummungsbalbmcsser wird= — i — L. Li y* y-ry ( 

^ sin 5p* (sin (p — q).cosq)) 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden : 

Y ^nq>\cosq>+(pMn(p\(\'iGOsqi'^ ,+qP .sincpxosq).{\+2cos(p^)'-(pA 
^ sinq>*. {sinq> — q>,cos q>) 

f>\ sinq)^ — 4qp. smy. cosy + y', (l+2cosy') j 
"" n sinq>.(sing> — ip.costp) 

Dm zu untersuchen , ob die Curte Asymptoten hat, muss man in den 

Ausdruck der Polarsubtangente ii* . -p-, den radius vector u unend> 

lieh setzen oder denjenigen Werth der amplitudo q), welcher aus der 
Gleichung der Curve dem unendlichen u entspricht, und dann zusehn, 
ob die Polarsubtangente einen endlichen Werth erhält. Setzt man aber 

lütt = — . -^-^ den radius vector m =-^, so wird cp = tt, 27r, 
n stnq> " ^ 

Sn;,...., mithin m^.-jS.-- — , 2 --2r,— 4r, +6r,— 8r, 

du n sing) — q).cosq> 

.... Die Curve hat also unendlich viele Asymptoten. 

Anm. Uanz ähnlich gibt die Quadratrix von Tschirn hausen 
als Gleichung 

V s= -^.r und x=:r,co8q> 
oder x^=-rcos ^, 

8. Aufg. Es soll die archimedische Spirale untersucht 

Verden. 

Lös. Wenn eine Linie r um einen festen Endpunkt gleichmäs- 
^ig bewegt wird , so dass ein Kreis entsteht , und wenn man zugleich 
^uf diesem Radius einen Punkt vom Mittelpunkt aus sich gleichmässig 
^dch der Peripherie hin bewegen lässt, so dass seine jedesmalige Ent- 
fernung vom Mittelpunkt (u) sich zum Radius (r) ebenso verhält, wie 
^er von Anlang der Bewegung an beschriebene Winkel (q>) zu vier 
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Hechten, so beschreibt dieser Punkt die archimedische Spirale. Dire 

Gleichung ist offenbar 

rw 

ff = — ^ 

2n 

oder in reditwinkligen Coordinalen, da y=usinq>, x=uco8<p ist: ' 

wobei dann wesentlich darauf zu achten ist, dass die rechte Seite der 
Gleichung unendlich vieldeutig ist, da zu derselben Tangente 

•^ unendlich viele Bögen gehören. Es wird dann: 

X 

du 

sin w . -= h u cos w 

dy^__ ^ dtp ^ 

da: ~^ du . 

cosq>. ^ tisfwqp 

Die Längen der rechtwinkligen Tangente, Subtangente, Normale, Sub- 
noruiale, aber durch Polar -Coordinaten ausgedrückt, werden dann 

u.sinq)A cosq> — fp.sinw \ 

die Länge der Subtangente wird = -. ; 1 

° ° stn q) + (p.cosq) 

- - - Tangente - ^.'iii^I+Z 

smcp'f'q>.cosq) 

u . sin cpA sinw + w .coscp \ 

- - - Subnormale - = ^-i ^—^ lJ 

cosg) — g), sin q> 

- - - Normale - ^±^»t^JI±^ 

cosg) — (p.sinq> 

des Krümmungshalbmessers wird s= , ^ L 

(jp((jP*+2) 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind: 

ß=^u ,\q).sin(p+(i + qp^). cosq)\ 

a^=u,\q>.cos(p — (1 +9)*).5my | 
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Die Polal*8ttbtangeiite» dv h. die Länge desjenigen Perpen- 
dikels, welches im Pol der Spirale auF dem radius vector eines Punkts 
enricfatet wird, bis 2um Dttrchsdmitt mit der Tangente dieses Punkts, 

\md =m'. v? =- und die Polarsubnonnale = v- =-^. 

du . t dg) 2n 

9. Aafg. Unten^uchung der byperbolischen oder umge- 
kehrten archimedischen Spirale. 

Lös. Wenn die nach entsprechenden Punkten der Spirale und 
des Kreises gezogenen Radien sich umgekehrt wie die zugehörigen Bö- 
gen Verbalten , so wird dile hierzu gehörige Gleichung : 

Die Länge d^r SubUngente wird t» -^^-- — ——7-- — -^ 



- Tangente 



$in(p — q).cosq> 

Msmqp.jwÄ^ — 9 . cos(p\ 
- Snbnormale - = --—. : ^ 

cos qp + y . sin q> 



^ Normale 



- des Krümmungshalbmesserir wird *= '3^ ' 

Die Coordinaten des KrOmmttngsmittdpunkts: 

/?«=?— •»l9'f»wg'+(l+9'')«o»g>j 

^ ' ' '4"' 



Die Lange der Polarstibtangeftte wurd = — ^-^ == — 2 r tt 

- - - Polarsubnormale - = -— = =- 

dq> qr 

Damit die Curve cSntf Asymptote habe, muss die Subtangente 

^ \T für ein unendlich gross werdendes u einen endlichen Werth 

du ^ 

18 



188 

haben; sie wird aber 3== — 2r7t, und da zugleich für ein unendlich 
grosses a aus der Gleichung der Cunre sich g>ssQ . ergibt > so folgt, 
dass die hyperbolische oder reciproke Spirale eine Asymptote hat, die 
mit der XAxe oder mit der Linie, von welcher ab die Winkel q> ge- 
zahlt werden, parallel geht und zwar in der Entfernung 2rn. 

10. Au fg. Es soll die parabolische Spirale untersucht 
werden. 

Lös. Wenn man, ebenso wie in den beiden Yorhergehenden 
Aufgaben , zwei zusammengehörige radii vectores der Curye und des 
Kreises nimmt und sich diese jetzt, so zu einander verhalten sollen, 
wie die Quadratwurzeln aus den zugehörigen Bögen, wenn also 

ti : r =^ V 9 : V^^ sein soll, so wird die Gleichung der parabolischm 
Spirale u^= "9^* ^^ kommt dieses auf dasselbe hinaus, wenn auch 

in etwas verschiedener Gestalt, als wenn man die Kreisperipherie als 
Abscissen-Axe annimmt, und darauf senkrechte Ordinaten, die natür- 
lich nach dem Mittelpunkt gerichtet sind, aufsetzt, die nach demsel- 
ben Gesetz gebildet sind, wie bei der gewöhnlichen Parabel: — daher 
der Name. — 

Die Gleichung der Curve ist also 

W* = -TT^, mithm y— — — 7== r=» Tt = ?= ST 

2^ ^9 2yl2n.yJ^ ^r 4V27r.9)/» 

Die Lange der Tangente wurd = — , ^ / r ^ 

stwjp + 2^.co$f> 

. , u8inf>Acosw — 2«>.5tno>^| 

- - - Subtangente wird = r 7: -^ 

stn 9 + 29 . C05 9 

- - - Normale - =. ««i«sp. >/l +4y^ 

COSg> — 29. 51919 



- Subnormale - = 



ti stn 9. |stn9 + 2g>.co8yfi 



cosg> — 2g> .singt 

Der Krümmungshalbmesser wird = ^i-ill?) ' 

29.(3+49*) 



». 
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Die Coordinaten des Krümmungsmiltelpuiikts : 

«.|4)p .«ttj» H- (1 +4s»').cosy | 

u.lty.cosy — (l + 45p').«ns» I 
" * 2y.(3+4y») 

Die Länge der Polarsubtangente wird = — ^ — : 



- Polarsubnonnale - = 



11. Auf. Untersuchung der Spiralen im Allgemeinen. 

L5s^ Die in den drei letzten Aufgaben genannten Spiralen sind 
in der allgemeinsten Gattung derartiger Curven begriffen» welche zu 
ihrer Gleichung u^=a.g>^ haben. Für diese ist 

die Länge der Tangente = - — ; 

u^sinqt •{ n,cosg> — y.sin^ i 

- Sttbtaogente = \ ; — — ^ 

•^v n • stn 9 + y . cos 9 

- - - Nonnale ^ ^'«^^9 ^ß^^Tp 



n,cos^-r-^*stng> 
u.sin^.^n.siny -{■ g>.co8y>l 



" Subnormale = 



_ u.(n»+yV/« 



Der Krümmungshalbmesser wird = . > • , 

9' (9 + nr +n) 

Die Coordinaten des Krüqimungsmittelpunkts : 

n.u.l^.cosg) — (n' + 9') . sing> \ 
qg SS 2, 

9P.(SP^ + n' + n) 

•>»« Polarsubtangente wird = ti*.^ =~g)«-i 

du n^ 



■ Polarlangente - = m . -Jl+u^.i ^ Y^ ~.y«.>/nH 9^ 



Die Polarsubnormale 



- Polarnormale 









12. Aufg. Untersuchung der logarithmischen Spirale. 

Lös. Diese Spirale ist nidit unter den bisher behandelten mit* 
begriffen, sondern untemcheidet sich von diesen wesentlich dadurch, 
dass während in den frühern die amplitudo g> zu einer Potenz mit con* 
stauten Exponenten erhoben wurde, bei ihr gerade diese amplitudo 
als Exponent einer constanten Potenzbasis erscheint. 

Um eine Vorstellung von dieser Cunre zu erhalten, kann man sa- 
gen: ihre radii vectores wachsen in geometrischer Proportion, wSh« 
rend die Winkel oder die Amplituden aritlimetisch fortschreiten« Ihre 

Gleichung hat die Form Msra^. 

Hieraus ergibt sich: -j^ =shga.aV'i T~i— (logaf. aV, 

oder ^*«ft.ay = *if;?^=*».aV = t»fi. 
wenn man durch h den natürlichea Logarithmus von a bezeichnet« 
Die Länge der Subtangönte wird =ss ti.stncp. , ' . ^ — : ^ 

- > - Tangente 

w.Vl — cos«)^ + co«g>* + 2it.sin«p . cosgfl + it*.(l — coscp^) 

K.sing) + C08g> ' 

Die Länge der Subnormale irird »» u^iimp*-,- r . rv . . — J? 

- - - Normale 

_ it . V 1 — cosg>^ — 2k. sin g> , tos jp^ -f k^. (I — cosgi^ + co s y*) 

k.cosy>-^8in^ 

Die Länge der Polarsubtangente wird =± — .u 



- Polartangente 

- Polarsubnormale 
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Die Länge der Polarnormale wird = u . Vi +** 
Die trigonometrische Tangente des Wijo)ceIs, den die Tangente. 

in^ Serührungspunkt mit dem radius vector macht, ist = -r-' ^^^^ 

c»nslant. 

l^e Länge des Krümmungshalbmessers wird = u Vi + ^^ 

-., iß := k , a^ . cosg) 

vie Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts : { . ,» . 

'a'= — ka^.stn^ 

Die Gleidmng der Evolute wird: logi . ■ l=arc 1 fanj = -"3" j 

oder wenn man ß^=u^.eosqt^ und a=^u^ .sinqi^ setzt, diese: 

ii^=rk. a^^'^^\ oder, um es noch etnÜKcher zu haben « wenn man 

ß^zkv^.cosrf)^ und a = kv^ .sintp^ setzt: v^=sa^*, d. h. also, die 
Evolute der 4ogiarithmiliAen Spirale » ist wieder eine .und zwar der er- 
6(en . jihqlicbe Spirale. 

13. Aufg. Untersuchung der Kettenltnie. 

Lös. Denkt man si£h einen vollkommen biegsamen, aber schwe- 
ren Faden in seinen beiden Endpunkt^ an zwei horizontal liegenden 
Punktea t^efestigt^ aber so dass er nicht gescannt ist, so bildet er be- 
kanntlich die Kettenlinie. Nehmen wir die Mitte der beiden Aufhänge- 
punkte zum An&ngspunkt der Cpordi^aiiten^ die daduroib geführte Ho- 
rizontale ^ur XAxe; Jljuerauf seakreqht, vertikal nacfei wite^^gefripbts^ 
die p^itive ^Ai^> ßQ vvi^d die Gleic^iing der Ciirve entweder: 

(* ^ \ 

e^ + i'^] 



A 7 <f±Vy*-*»*J- 

oder: s^mJog r c 

In der lietxtern Gestf^t gc^öiTt das unteI^e Zeichen zum absteigen* 
de^ TJlteil ^er Kette und das obere zum au&tägenden. 

Alis der Gleichung y = ~( c»» + c "»1 folgt: 

9 



g=^(.4-r^),g=i(.n.-)=. 



2 
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X X 



m 



•Die Länge der SubUngente wird = 



I e"*+ c "* I 



- Tangente 



X X 



m 



2 -£. —iL 

^m — g m 



- Subnonnale - =j(e*»— c «l 



- Normale - ==--(««+« v«!»^ 

Der Krümmungshalbmesser wird =— lc"*+e »1=^ 

/ JL «*.v 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts :/ '^ ' 

Die Gleichung der Evolute wird 

14. Aufg. Untersuchung der gedehnten und verkürzten 
Cycloide. 

Lös. Wenn auf einer festen Geraden ein Kreis rollt, so be- 
schreibt ein Punkt P| , der auf einem bestimmten Radius innerhalb 
des Kreises liegt, eine gedehnte, und ein Punkt P^, der auf der 
Verlängerung dieses Radius liegt, eine verkürzte Cycloide. Denkt 
man sich nun den rollenden Kreis zuerst in einer solchen Lage, dass 
der Radius , auf welchem der besdireibende Punkt liegt , senkrecht auf 
der zur Rasis dienenden Geraden steht ^ so nimmt man diesen Punkt 
in dieser Stellung zum Anfangspunkt der Coordinaten und eine mit der 
Rasis parallele gerade Linie zur Abscisse oder XAxe. Nimmt man 
alsdann bei irgend einer Lage des gerollten Kreises den Winkel zwi- 
schen dem Radius mit dem beschreibenden Punkt und dem mit der 
XAxe parallelen Radius 9, so wird die Gleichung der Curve entweder 
die Coexistenz beider folgenden: 
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Ä" = r . 5p — (r+ä).8ing) 
[y=:r + d — (r + d).cosg> 

oder: x^arc(cos=: --__^)-^^2 (r + d) y — y* 

oder die Differentialgleichung 

dx^-J^^^JL 



yl2(r+d)y^y^ 

¥fo i die Entfernung des beschreibenden Punkts von der Peripherie des 
Kreises bedeutet. 

Nimmt man d positiv, so gehören diese Gleichungen der ver- 
kürzten Cycloide an, wird dagegen d negativ genommen, so ge- 
yatVL sie zur gedehnten. 

P, . ,. ^3F V2(r+d)y— y». d^y rjj\^rd_+J^ 

^^'^'^' d^- ^H^d" 'd^" (y-d)^ . • 

Die Gleidbung delr Tangente wird : 

(y -d) . (f] —y) ^^2(r+d)y —J^ .(^-x) 
Bie Gleichung der Normale wird : 

V2(r+ d)y—y^ . iri—9)^—(y-i).(^—x) 

We Länge der. Tangente wird ==: ,,?. ■ 

yß(r + d)y—y^ 



- SubUngente- == -p=r^ ^ 



- Normale 



yj2(r+d)y—y^ 
_ yyj2ry + d^ 



1 Subnormale- ^ sJMI^yE^ 

y — d 

}2ry + d^P* 

Der KrünuDungshälbmesser wird = ' — ; — , . ,« 

ry+rd+d^ 

«w Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts: 

ß _ d^ + dry — r y^ 

ry + rd + d* 



,^„^J',_ r + d-y \ r(y-d)V2(r+tf)y-y' 
-orc^co»- ^^^ ji- ry + rd + d» 

^18 diesen beiden letzten Gleichungen könnte man offenbar das 
^'^'üniren und so die Gleichung der Evolute finden ; man erhält aber 
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dadurch augenscheinlich eine sehr unpraktikable Porm, so dass es wohl 
keinen Zweck hätte, dieselbe hier aufzuschreiben. 

15. Aufg. Untersuchung der einfachen Epicycloide und Hy- 
pocycloide. 

Los. Wenn die Basis ,• anf der ein Kreis rollt, nicht wie in der 
vorigen Aufgabe eine gerade Linie, sondern wieder ein andrer trek 
ist, so beschreibt ein Punkt des rollenden Kreises eine Curve, die 
Epicycloide oder Hypocycloide genannt wird, je nadidem jener 
Kreis auf der äussern oder innern Seite des festen Kreises roüt» 
d. h. je nachdem die beiden Kreise sich von aussen oder von innen 
berühren. Denkt man sich nun zunächst bei der Epicycloide die bei- 
den Kreise in solcher Lage , das» der für die Beschreibung der Cune 
auf der Peripherie des rollenden Kreises in der Peripherie des festen 
Ki^ises liegt, so soll der von hier ausgehende Durchmesser 
des festen Kreises zur XAxe und der Mittelpunkt zum Anbng^ 
punkt der Coordinaten genommen werden Der Radius des festen 
Kreises heisse r, der des rollenden q. Für irgend eine von der An- 
fangslage verschiedenen Lage des rollenden Kreises werde nodi der 
Winkel, der von der Centrallinie beider Kreise und von der XAie ge- 
bildet wird, durch jp bezeichnet; dann wird die Gleichung der Epi- 
cycloide das System folgender beiden Gleichungen: 

a:=(r + Q) .cosf — g.cosl hl ) y 

9 = (r+p) .sinf—Q.sinl — + 1 Jy 

Die Gleichung der Hypocycloide erhält man unmittelbar ans 
dieser Gleichung, wenn man — ^ an die Stelle von q setzt, nämlich: 

jr=(r — q) .cosyt + Q.cosl 1 jjp 

jf = (r — q) . sin^'—Q.sinl 1 \y> 

oder wenn man^den Winkel jp eUminirt, folgende Differentialgleichung 
lür die Epicycloide: 



US 

+8e(r+e)a:y(^^+y»-r2).^ 

+|(r+29)2,r»+ r^y*| . ja?*+if»— 2r^j — 4r2e(^+(?)y'+^*(^+2e)^ «= 

i Dieselbe Gleichung gilt natürlich auch für die Hypocydoide, wenn 

man darin q mit — q vertauscht. 

Die Elimination des 9 wird ermöglicht durch Hinzuziehung der 
folgenden Differentialquotienten. 

In allen nächsten Formeln bezieht sich das obere Zeichen auf 
die Epicjcloide, das untere dagegen auf die Hypocydoide. 
Es wird: 

5-= — (^ie)-««W9±(^+e)-««*w| — + 1 ly 

^Ä(r + 9).co«5)— (r + p).co«l ~+l jy 

==2(r±()).sin/^±l Jy.sin^9 = (-^+l J(---rco5^ 
nnd hieraus 
entweder: ^ = ±^«»ff(2^± 1 Isp; 



2(,(l.±l) cos»(^±l)sp.sm^y 



d« r.coso) — s 

oder: -^^^rs ^-"^ 

dx r.stng>—y 

Die Länge der Tangente wird = tf.cosecA o-i MSP 

- Subtangente ' = +.y'COtgy^+l\g> 



- Normale - =y-wc(2~ilp 



19 
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Die Länge der Subnormale wird =9 jf.tangl^ + ljf 

»«•(i±>) r 

Der Krümmungshalbmesser wird = ^ .»in— 9 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden: 

r 

2<>- 



c= 



r 
2 



2?- 



-.|(f±l)co5y±co,(-^±l),j 



Das System dieser beiden Gleichungen bildet zugleidi die Glei- 
chung der Evolute, welche offenbar wieder respective eine Epicydoide 
oder Hypocycloide ist. Um diese Gleichung auf die oben aDgefShrte 
Form der Gleichung unsrer Curve zurückzuführen , setze man 

T T 

y = SP + ^— 



r=V-(^,±l) 
^=2^^(24 + 



r* 



Q 
dami nimmt sie die gleiche Gestalt wie oben an: 






«• 1 I«* 

Hierbei ist zu bemerken, dass t ~ — d. h. dass das Verhältniss des 

Radius des rollenden Kreises zu dem des festen Kreises bei der Epi- 
und Hypocycloide dasselbe ist, als das der Kreise^ die ihre Evoluten 
erzeugen. 

Anm. Da der Punkt des rollenden Kreises, welcher beim Aü- 
lang der Bewegung auf der Peripherie der Basis lag , bei der bestän- 
dig fortgesetzten Bewegung unendlich oft wieder die Peripherie der Basis 
treffen muss, so wird die Curve aus unendlich vielen unter sich congruenten 
Zögen bestehn, die nur dann zu einem gewissen Abschluss kommen 
werden, wenn das Verhältniss der Radien beider Kreise r und q ein 
rationales ist, weil alsdann der beschreibende Punkt nach einer hin- 
reichenden Anzahl von Revolutionen wieder an dieselbe Stelle gelan- 
gen wird, von welcher er ausgegangen ist. Wenn die Radien r : q 
sich so zu einander verhalten, wiQ m : it^ so wird die geringste An- 
zahl der I^ierzu erforderlichen Umwälzungen des rollenden Kreises aus- 

4n h. 

gedrückt duroh den Bruch — ^ , wenn h die kleinste Zahl ist , die die- 
sen Bruch zur ganzen Zahl macht. — Einzelne Beispiele von solchen 
rationalen Verhältnissen der beiden Kreise mögen hier folgen. 

a) Wenn die beiden Radien einander gleich sind, also Q^r, so 
entsteht als Epicydoide die sogenannte Cardioide. 
Ihre Gleichung wird nach dem Vorhergehenden: 

y = 2r8tny — rstn2g> 
oder nach der Elimination des Winkels 9: 

Für diese Gleichung lag der Anfangspunkt der Coordinalen auf der 
Peripherie des zur Basis dienenden Kreises ; verlegt man ihn aber nach 
dem Mittelpunkt desselben Kreises , setzt also r — | füi* a; , so nimmt 
die Gleichung folgende Gestalt an: 

oder endlich, wenn man die .gewöhnlichen Polarcoordinaten , also 
y=zu.C08t und ^ss%i.sint einführt: 
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w =2r(l -\-iint). 



Es wird: 



dy _ 3 ^ 3 

Der Krümmungsbalbmesser wird = -^r.sin^-g^ 
Die Coordinaten des Krummuagsmittelpunkts werden: 

ß = — \28iny + 8in29> | 

a = — |2cos9p + C0529P | 

welche zusammengenommen zugleich die Gleichung der Evolute bilden. 
Setzt man ß = — ß\ ct = — a\ 5p = 9'4"^» so wird sie: 

/9'==yJ2stng)'— «n2y'| 

a'a=— J2cos5p' — cos2y^ | 

also die Gleichung einer neuen Cardioide, in welcher sowohl der Ra« 
dius des festen Kreises, als der des rollenden der dritte Theil von dem 
ursprünglichen Radius ist. 

Nehmen wir die endliche Gleichung der Cardioide zwischen recht- 
winkligen Coordinaten und zwar die, bei welcher der Anfangspunkt der 
Coordinaten im Mittelpunkt des zur Rasis dienenden festen Kreises 
liegt , so war diese : 

(j?2 + y^)2_6^2(aj2 + ya) + 8r3^— 3r»=0 
hieraus ergibt sich: 

y = + -J 3r' —a:^±2r yl^r^~2rx 

Für 0?== — 3r wird y = 0; für grössere negative Werthe von jr wird 
y beständig imaginär; die Tangente in diesem Punkt steht senkredit 
auf der XAxe, es ist also ein einfacher Grenzpunkt der Curve nach 
dieser Seite hin. Setzt man aber ,r=r+^» ^^ wird zwar ebenfalls 
y = 0, aber es bleibt y auch noch reell, bis o? = -f-r von; hier ab 
wird es beständig imaginär. In dem Punkte jc=r und y=0 ist ein 
Rückkehrpunkt der ersten Art. 
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b) Wenn der Radius des rollenden Kreises die Hälfte von dem 
des festen ist^ also ^ = -^r, so wird die tileichung der Epicydoide 

oder wenn man cos 3 y und sin 3 ^ durch den einfachen Winkel aus- 
drftckt und dann 9 eliminirt: 

Es wuti: 

j- = 3r CO« 29p. «» y" 

dy 

j^ = 3r«tn2sf),«n5p 

WH d^ 2 

rfj-~~ ^ ^^' 5fl?'~' ircos^2<p.8%tup 

Der Krümmungshalbmesser wird = -^rsitKp 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden : 

/? = -|-li«my + i"««3y| 

a ^-^l^costp + '^cosiifl 

welches zugleich die Gleichung der Evolute ist, die man auch nach der 
Elimination des Winkels 9 so schreiben kann: 

Setzt man in diesen Gleichungen: r = 2r^, y = yi +-f-^, ß=ci\ 
as<— ^1, so nehmen sie folgende Gestalt an: 

a^^r^ \-^cos<p^ — -^ cos 3«ip^| 

/J» = ri j-|-»inyi— ^«in3yij 

[ und 

4.ja'»+/?''— r'»j =.27r'V* 
welches natürlich wieder die Gleichung einer vollkommen ähnlichen 
Epicydoide ist, bei welcher der Radius des festen Kreises halb so 
gross ist, als der Radius des ursprüngUch gegebenen festen Kreises. 
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c) Wenn der Radius des rollenden Kreises wieder halb so gross 
ist, als der Radius des festen, wenn der Kreis aber innerhalb roUt, 
so wird die Gleichung der Hypocydoide : 

d. h. die Curve wird die Abscissenaxe, also ein Dujrcbmesser do^ f^ 
sten Kreises. 

d) Wenn der Radius des rollenden Kreises der dritte Theil vom 
Radius des festen Kreises ist, so ist die Gleichung der Epicycloide: 



J7^ -«■ {4co«y — cos4y| 
y= Y|4«my— «ti|4y| 



ferner wird: ^ =-f-.co«-2-y.sin-|-y 

Der Krümmungshalbmesser wird = -jf .stn-|-^ 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden: 



/? = -^ 1 4«in (f + 8iii4 ^1 



a = -r- J4co«y + cos4y| 

welche Gleichungen naturlich wieder die Evolute bedeuten, die wieder 
durch die Substitution: 

r=-|-r'; woraus r' = -3-r 
in die ui*sprüngUche Gestalt übergeht: 
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r' 



e) Wena wieder der Radius des rollenden Kreises der dritte 
Theil von dem Radius des festen Kreises ist, der erste aber auf der 
Innern Seite des letztern rollt, so wird die Gleichung der Hypo- 
cycloide: 

X = -|-^!2cos(y) + cos 2</)j 

oder nach Elimination des Winkels </•: 

Hierbei wird: ^ = — •^.co8\tf).sin'^(p 

^y 4-1 -3 



Der Kj'ümmungshalbmesser wird = -|-,sm-|-y 

Die Coordinaten des Kfummungsmittelpunkts werden: 

/?= r .|2stn(y> + sm2y | 

a = r. !2cos^ — co»2(/>| 

Diese Gleichungen bilden zugleich die Gleichung der Evolute, 
welche wie in allen vorhergehenden Beispielen wieder eine der ur- 
sprünglichen ähnliche Curve ist. 

16. Aufg. Es soll die gedehnte oder verkürzte Epicy- 
cloide und Hypocycloide untersucht werden. 

Lös. Wenn wieder ein gegebener Kreis auf einem andern ge- 
gebenen festen Kreise rollt und wenn mit diesem rollenden Kreise 
innerhalb oder ausserhalb seiner Peripherie ein Punkt fest verbunden ge- 
dacht wird, so beschreibt dieser PunkteineEpicycloi de oder Hypocy- 
cloide, je nachdem die Kreise sich von aussen oder von innen be- 
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rühren, und zwar wird es eine gedehnte oder verkürzte Cnrve, 
je nachdem der besdireibende Punkt innerhalb oder ausserhalb 
der Peripherie des bewegten Kreises liegt« 

Wenn man sich zunächst die Kreise bei der Berührung von ans- 
sen in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass die beiden Mittelpunkte 
und der beschreibende Punkt in einer geraden Luiie liegen, jedod 
so, dass der beschreibende Punkt nicht zwischen den beiden Hit- I 
telpunkten liegt; wenn man dann diese Linie zur XAxe annimmt uod 
den Mittelpunkt des festen Kreises zum Anfangspunkt der rechtwinkli- 
gen Coordinaten ; wenn man ferner bei einer beliebigen Lage des rol- 
lenden Kreises den Winkel zwischen der Centrallinie beider Kreise mit 
der soeben genannten XAxe durch tp bezeichnet; wenn endlich der Ra- 
dius des festen Kreises r und der des rollenden Kreises ^, so wie die 
Entfernung des beschreibenden Punktes von der Peripherie des rollen- 
den Kreises und zwar von der Peripherie nach aussen gerechnet, i 
genannt wird, so erhält man als Gleichung der verkürzten Epi- 
cycloide: 

s={r + Q).c08q>+(ff+d).C08 ( Uly 

y = (r+Q).sinq)+(Q + d) . sin (— + ljq> 
und als Gleichung der gedehnten Epicycloide: 

a; =z {r + q) . C08q> + (q — (f).cosl H jy 

y^(r +Q).stnq)+(Q—d).$inl — + l \q> 
Indem man nun beide Epicycloiden zusammenfasst, erhält man 

2^=-'(7^')-H+('±fH7+'W 



ferner: , 
dx 



«m9)+(l + — ).«n/-^+ l]q> 



ISS 



<to> 



... '+('±7)'(7+')-K'^l)(7+')'"> 

,(i+i).jri.,+(i±i).«.(i+i),j' 

Die Länge der Tangente wird 

,.j(X+i).„-.,i.(i±i)..„(£ + i), 



/(fM'±J)"-g 



Die Länge der Subtangente wird 
,.j(I-+l).««<p'+(l±^)'.«»»(l+l)g> 



+ 



( 1 ifKi+^'^^^K i+^yj 



cfl»g) + I 1+ - |.co« I ^+ 1 W 
[ Die Länge der Normale wird 

,.j(i+i).^y+(i±i).„»(^+i)yj 



Vi? r +*(M)-^ 



«»9' + (l±-)-«»(j+l)9 
Die Länge der Subnormale wird ' 

p.|(^ + l).«»9>+(l±f)««(^+l)9J. 



Icosqp-f- n± — \.co«( — t- 1 V 



^^ Krümmungshalbmesser wird 

80 



154 

Wenn man sich zweitens bei der Berührung von Innen di< 
den Kreise anfanglich in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass 
der die beiden Mittelpunkte und der beschreibende Punkt in ein< 
raden Linie liegen, hier aber so, dass der beschreibende Punkt 
sehen die beiden Mittelpunkte fallt, im Uehrigen aber die Cooi 
ten und die andern Bezeichnungen so wählt, wie Torhin bei der 
cycloidc, so wird die Gleichung der Hypocycloide: 

r=(r — Q)cosq> — (Q + d)cosl 1 \<p 

y = (r— q) sin q> + (q+ d) sinl 1 jqp 

wo das obere Zeichen für die verkürzte, das untere aber fii 
gedehnte Hypocycloide giltig ist. 

Es ergibt sich: 

COSCp + l 1+ — \ COS l 1 I ffl 

— tinq>+ll±j\siHlj—l\ip 

d^ _ ^ ~\ -g/le ~^M -?/\" r' g" ^ 

Der Krümmungshalbmesser wird 

Die Ausdrücke für die Coordinaten des Krümmungsmittelpi 
bei der Epicydoide sowohl als bei der Hypocycloide, werden s( 
gefügig, dass die Mühe ihrer Ausrechnung nicht belohnt wird. 



dos 



|a?=2r.| 
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Auch hier mögen einzelne Beispiele folgen, welche unter der Be- 
dingung specieller Zahlenverhältnisse der Radien beider Kreise und der 
Distanz des beschreibenden Punktes m traktablern Resultaten führen. 

a) Wenn d die Entfernung des beschreibendjsn Punktes von der 
Ptriphatle des roUisnden Kreises gleich dem Radius des rollenden, 
'^fAdi dem des festen Kreises ist, also d^^gomr, so soll die ver- 
kürzte Epicydoide uqtersucbt werden. 

Die Gleichung wird: 

^ = 2r . I .$mg> 4" ^^^ 2y| 
oder; (jr* + y»)--l2r* (jr'+»»)«16r»4r;, 

Ferner wird: -j- = — 2r (stity + 2sin2q) j 

^ as2r I C05 9 + 2 co»2q> \ 

dy^ co^y + i)co<2y ^r^ + %r^x—x(x^ +y^ >^ 
dto "~ ~ Ät»?) + tsin lq>'^ y {>r^+y^) — 6r^y 

2r^+syj9r^ -f4ra; 

"~ ±y V9r2 + 4ra7 

£y _ 3(3 + 2co 5y) 

dx^ "^ 2r (sin y + 2 sin 2(p)^ 

n- , . r^ ' . 2r (sin Gp + sin2 cp) . Vs + 4 cos q> 
Die Unge der Tangente ist = ^eosy + 2cos2y 

^ ., , ., 2r5ma)^(l+2cos9))(l +4co5a)) 

- Subtangente ist = ^ ■ o^^^o^ 

° cos 9 + 2cos2y 

- - - Nomalc - = 2r(l + 2co,y)>/5 + 4c o^ 

1 + 4 COS y 

2r (1 + 2 cos op) (cos cp + 2 cos 2 y ) 

- - - Subnonnale - = i+4cos9 

n ., , „ . j 2r (5 +4 cos cp)'/» 

öer Krümmungshalbmesser wird = 3^3 ^. ^cosi^ 

^i^ Co(»*dinaten des Krümmungsmittelpunkts werden : 



i 

I 
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'^ ""3(3 + 20059) 

2r(l+6co5g) — 4cosy*) 

""~ 3(3 + 2co59) 



Die Curve hat eine Schleife, welche Ton jrs=0 bis «= — 2r 
reicht; in dem Punkte jr = — 2r^ ^^0 schneiden sich zwei kM 

der Curve , deren Richtungen gegeben shid durch ~ = + v^3. 

b) Wenn der Radius des rollenden Kreises halb so gross ist, ab 
der des festen, also ()=:-^r, das d aber noch beliebig, so wird di 
Gleichung der verkürzten Epicycloide: 

a-=-|-r. cos gp + (-^r + d) .cof 3^ 
:y = -|.r«my + (-^r + d).5tn3gp 

Hieraus ergibt sich: 7-=?= — -|- jr.siny + (r + 2(0.5m35P J 

-^ = -1 jr.cosy + (r+2d).co535p| 

dy^ r.cosq>+ (r + 2(l),co83y 
Is ~" r .stitgp + (r + 2d) .stn39) 

_ d-^2(r + 2d)co8y^ 

d}y rd + 3(P + 2r(r + 2 d) cosy^ 
^^^~3stn9«j(i— 8(r + 2d[)m5P*j' 

3Jd* + r(r + 2d)coÄy*P" 

Der Krümmungshalbmesser wird = . . » ^«1 . n / . q^n J 

^ r(i+3d2+2r(r+2d)cof5p' 

c) Wenn wieder der Radius des rollenden Kreises halb so gross 
ist, als der des festen, wenn sich die Kreise aber von Innen beruh* 
ren, so wird die Gleichung der verkürzten Hypocycloide : 

jr = -|-r.cos5p — (-|-r+d).cosgp = <l.co«5P 
y = ^ rsinq) + (-^r + d) smgp = (r + (f) «tit y 

"•^^^S + cr&^i 

d. h. es ist eine Ellipse, deren halbe kleine Axe ss d, halbe grosse 
Axe = r + d ist. 
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Wenn (2 = wird, geht die Ellipse in einen Durchmesser der 
i Basis fiber, welcher in der Richtung der FAxe liegt. 
!> d) Wenn der Radius des rollenden Kreises gleich dem der Ba- 

sis, also Q=^r ist, so sucht man die gedehnte Epicycloide unter der 
Bedingung,, dass der beschreibende Punkt innerhalb des rollenden 
Kreises liegt und um dessen halben Radius von der Peripherie ent- 
ist, also d = — •a-e= — "a"^- 
Die Gleichung dieser Curve wird: 

T ' 

a:=77- (Jkcosg> + cos2q>) 
y = -^ {isinq> + sin2g>) s^r »ing)(2 + cosg>) 
Hieraus — = — r(2stnq>'{' sin2g>)^ — 4krsing>.cos^'^g> 
Y" = r (2 cos gp + cos2q)) 



dy 2co8q) + cos2q> 

ds"^ 4 . sin y . cos'^-^q> 

: r smy (2 + cosq)) y/5 + i cos q> 
Die Lange der Tangente wird = 2cos(p + cos2(p 

^ , 4rsing)'co»*4-g).(2 + co»a)) 
... Subtangente- = L^^_i^__^ 

r (2 + cos op)\/5+ 4 COS cp 
.. - - Normale - = 4co5Hy 

^ , , r (2 + COS op) (2 COS cp+ COS 2 Gp) 

- - - Subnormale- = ^r — 2~i 

%cos^-^q) 

- des Krümmungshalbmessers wird = — ^ö — Ti — 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts: 

ßs=z^r.sinq>.sin^^q> 

2 +3cos y — 2cosy^ 
"" * 12 cos* -^qp 

e) Wenn die Kreise sich von Aussen berühren und der Radius 

des rollenden Kreises doppelt so gross als der des festen Kreises, 

also ^=r2r, die Distanz des beschreibenden Punktes i aber gleich 
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dem Radius des Basis r ist^ so wird die Gleidiung der veriiurzten 
Epicycloide : 

woraus — = tang -f- gp 

oder nach Elimination des Winkels g>: 

Ferner wird : 

g=x_3r.J5in9)+-|.sm-|-yj 

Ty _ COS 5P_+^a- cos Jjp 

^y 243r^ — x.J3(a;'^ + yV~9OH.(jr»+y«j+405r*| 

^"^ yJ3(a:H2/*J^-90r*.(jr*+y»;+405r*j 
d*i/ 5(7+6cos-^5P 



oder 



Die Länge der Tangente wird ^' ^r.sin^g>.cosJrq> .^|i3+12cosf^ 
° ° cosq> + -^cos-^tp 

- - - Sublangeate- ^ 6r.»miy.co»iy (».•Hy+-i.«nfy) 

- - - Normale - = 3r.«n-|-y.eo«iy >/l3+12^^ 

smy + -|-8fn-|-gp 

- - - Subnormale- - Qr.sin^g>.eos-Lg>(cosqH-^co,4-0 

smq) + '^sin'^(p 

- des Krümmungshalbmessers wird = \, , - — ^^^y^) 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden: 
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— 3|9— 6cos 4- qf. — 36 cos' -1- qp + 4cos'-^qp+24 cos* :|(p) 

""^ ' 5(7 + 6cos-|-<p) ^ 

_ 6cos-|-y (2 — cosq>)'j-'d(2 cosip — C0529) 
"■ 5 (7 +6 cos ^9) 

Die Curve schneidet die XAxe in vier Punkten, und zwar bei 



bildet die Gurre eine Schleife. Die beiden Punkte: 
3r(— 1+VT , 3r(— l-Vö" 



U 



und I l sind Doppelpunkte; 

die wahren Werthe des zuerst in unbestimmter Gestalt erscheinenden 
ersten Differentialquotienten werden für den ersten Punkt 

-li = + ^5(b — 2^*5) und für den zweiten Punkt 
dx 

dx 

f) Wenn Alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, nur dass der 
beschreibende Punkt innerhalb der Peripherie des rollenden Kreises 
liegt, so hat man in der allgemeinen Gleichung der Epicycloide 
Q^=^2r^ ({= — r zu setzen und erhält als Gleichung der gedehnten 
Epicydoidc: 

x=zr A3cosq>-\'CO$^^(p | 

y=r . |3sin(p+sjn-|-(f- | 
oder: (x^+y^ — 7r2j3-.27r'(a?*+3^'— 13r^)= Ur^x 

Ferner wird : ^ = ~ -| r .) 2 smy +sm .^ qp | 

Y"^ '^rA2cosq> + cos-^ q>) 

dy 2c08(f'\'C0s-^^ 

5flp*~" 2stn9+stn4<P 
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rf« 27 r« — * . j 3 (or» +y* — 7 r*)»— 54 r« | 
oder* —^=2 — — ■ * 

j^_ (ll+lO.COS^qp) 

dx^ 3r.(2stn(p+«in|-(p)» 

r. ,r - u lu -^ 3 r. (5 + 4 CO» -|<|t>)*/i 

Der Krummungshaibmesger wird = — i- , , . ^ f ^^ 

" 11 + AOcos-a-q) 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden: 

4sm^-^<p (1 + 2 cos -l^y) 
. '^^ ll + 10cos|-<p 

__ — 3 — 6 cos— y+12cos^-^(p — ^cos^^q> — 8cos*|y 
"■^ . ll + 10co»i(p 

__ 2 cos -^ y (2 — cos y) -4- 2 cos qp — cos 2 y 
"■ ll+10cos-i-<p 

Die Curve schneidet die X Axe in zwei Punkten und zwar bei i 

-r(34.Vl3) ( -rO+Vll 

a;=4r und bei jr = — l^XXil'. Der Punkt [ 2 ' 

ist ein Doppelpunkt, der wahre Werth des in unbestimmter Gestalt er- 



scheinenden Differentialquotienten 



"'1=^/ 



13 (7+2 /"IS) 



1 



g) Wenn der Radius des rollenden Kreises doppelt so gross iil| 
als der des festen, also Q^2r, und wenn sich die Kreise beständig 
von Innen berühren , so wird in diesem Fall der rollende Kreis dea 
festen umschliessen. Die Entfernung des beschreibenden Punkts m 
der Peripherie des rollenden Kreises sei gleich dem Radius des festen, 
und liege ausserhalb der Peripherie, dann wird die Gleichung der 
verkürzten Hypocycloide : 

ja7=3r.cos ^ qp — r,cosq) 

I y = 3 r . s t n -^ (p — r.sinqt 
oder zwischen den* rechtwinkligen Coordinaten allein: 

{ar»+y^— 10r2J.jrD«+^2— r2J + 18ra(* — r) = 

ds r 

d(p 



fXX 7 1 

Ferner wird: ;j; = ^~ ö" i ^**'* "«" 9 — 2stn<]P| 



1«1 



dy __ 3cos-^y — 2cosy 
55 "^ "" 3 sin-i-y— 2stn5p 

oder: -3^»= — ^ ^ j 

«a? yJ9r2+2(a?*+y* — 10r')| 

d^t/ 17— 18. cos -5-9 

(te* "" r . (3stn-^ — 2stW5p)^ 

Die Länge der Tangente wird 

_ r5tn-^y.(3 — 2cos^9)> Vl 3 — 12co8^y 
"~ " 3cos-|-5P — 2co«5P 

Die Länge der Subtangente wird 

r5m'-|-y.(3— 2cos-^y).(a — 4co <-^y) 
"" 3cos-|-jr — 2co«5P 

Die Länge der Normale wird =^ ^ — i i ^-^ 

=> 3 — 4C05-5-9) 

- - - Subnormale - 

__ r (3 — 2 CQ5-^y) , (3cos-^y — 2cosy /) 
"" 3 — 4co9-^9 

f.- f« j IT - Ulk ,1 r (13 — 12 cos -l-y)'^» 
Die Länge des Krümmungshalbmessers wird = — .„ ,^ — -^ 

Die Coordinaten des KrümmungsmitteJpunkts werden: 

12r.gtnHy 
'^ 17 — IScw^y 

_ — 3r(3— 6 cos- ^ y+4co8^-^y) 
" 17 — IScös-i-y 

b) Wenn mi( Beibehaltung derselben Bedingungen wie vorhin 
der beschreibende Funkt innerhalb der Peripherie des rollenden Krei- 
ses liegt und wieder in der Entfernung = r von der Peripherie ent- 
fernt, so wird die Gleichung der gedehnten Hypocycloide: 
jjr = — rco5 5P + rc05-|-5P=2r .sm-|-y.sm-^5P ' 
^y = — r sm 9) + ^sm -|- 9> = — 2 r . cos-f-sp . **^4 9 
oder zwischen rechtwinkligen Coordinaten allein: 

{x^ + y^) (^2 + »'— 3 r») + 2 r^o? = 0- 

21 
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Ferner wird: 

dx 1*1 

rr = —rcosgi + \r8in^^ 
d^ 



oder: 



dy — 2 C05 90 + cos-^^ — 2cQg y+C0f -l-y 

dx^ 2sm5P — sm-|-<p ""* 28in'^^.cos^. (4co8^ip-l) 

gg_ 3(3— 2cp5-|-y) 
da;* r . (2 sin y — «t» -5- 9)''* 
Die Länge der Tangente wird 

_ 2rcog|-y.gm-|-y>V5 — 4 cos-^g^ 
2cos^ — cos^^ 

Die Länge der Subtangente wird 

_ 4r cos-| y . sm* -^ y . cos-^ y (4 cos-l* y — t) 
""" 2cosy — cos-^q> 



Die Länge der Normale wird = , ^ * r ^ 

^ COS-4 y. (4cos-|- y — 1) 

- - - Subnormale- ^ rcosU-i^cos^-cos-tv) 

cos^g). (4 cos-^g) — 1) 

- des Krümmungshalbmessers wird == -;r-- — - — ^. ^ . - 

3(3 — 2COS-4-9) 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden: 

4r.8m^-~y 

^""3(3 — 2 CO» ^y) 

r |l — 6cos-5-y + 4cos*-|-y | 
" ^ 3(3— 2 CO» -^-y) 

Die XAxe wird von der Curve in drei Punkten gesdinitten, h 
a? = — 2r, bei jr= und bei s=r. Der Punkt j ^z ist 

(y = *) 

Doppelpunkt, die Richtungen der beiden sich hier schneidenden Aesl 
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dy^ 



sind gegeben durch j^ = + y/^3. Auch hat die Curve eine Schleife 

in der Ausdehnung von 0^=0 bis j^=ir. 

18. Aufg. Es soll die Tractrix oder Tractoria untersucht 
werden. 

Lös. Die gesuchte Curve besitzt bekanntUch die wesentliche Ei- 
genschaft, dass für jeden Punkt derselben die Tangente, gerechnet 
Yom Berührungspunkt bis zum Durchschnitt mit einer in derselben ' 
Ebene gegebenen Curve (Directrix), eine constante . Grösse a ist. 
Hiernach ergibt sich die Differentialgleichung der Tractrix durch das 
System folgender drei Gleichungen: 

Hieraus muss man die Grössen ^ und tj eliminiren, was natürlich nur 
ausführbar ist, wenn die Natur der Funktion 9, welche die Gleichung 
der Directrix darstellt, gegeben ist. 

a) Es sei zunächst die einfachste und am häuGgsten untersuchte, 
die Tractoria von Huyghens gegeben. 

Hier ist die Directrix eine gerade Linie. Diese sei zugleich die 
XAxe, so geht die Gleichung y(|^?;)=0 in i; = über und die Glei- 
chung der Tractrix wird: 

Die endliche Gleichung ist: jr = V«*— V — «•%! ^ I 

I 

wobei der Anfangspunkt der Coordinaten in demjenigen Punkte liegt, 
in weldiem die Tangente der Curve die XAxe unter rechtem Winkel 
schneidet. 

Ferner wird: 5^, = ^^,:^,y. 

Die Länge der Tangente = a 
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Die Länge der SubUngcnte =c V«'— y* 

- - - Normale = » ^ ^ 

- - - Subnormale = 



Va*- 



y 



- dcsKrümmungßhalbmessersssr — 2 ^- 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts; 

9 

«»-a.%( ^^ ) 

Die Gleichung der Evolute wird: 



=i(«'+' ^) 



d. h. die Gleichung einer Kettenlinie. 



I 



Die Curve hat vier Aeste , weldie bei den Punkten } { und 

Cy = al 

j Rückkehrpunkte oder Spitzen der ersten Art bilden. Hier* 

bei muss man bei der Quadratworzelgrösse ^ a^ — y'^ die doppelten 
Vorzeichen berücksichtigen. Die XAxe ist zugleich Asymptote der 
Curve. 

b) Wenn die Directrix ein Kreis mit dem Radius r ist, so sei 
der Mittelpunkt desselben der Anfangspunkt der Coordinaten. Denkt 
man sich für irgend einen Punkt {jc,y) der gesuchten Cunre die Tan- 
gente gezogen, welche den gegebenen Kreis in dem Punkte (l»^) triA; 
zieht man ferner vom Punkt (s,y) nach dem Mittelpunkt das Kreisel 
einen radius vector = q und nennt den Winkel zwischen q und der 
XAxe =s 9> und bezeichnet man endlich den Winkel, den der nach 
dem Punkt (^,t]) gezogene Radius des Kreises mit der XAxe bildet, 
durch xp , so wird : 
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sinq}.-^ +Q .cosq> 



also : 



dy _ ^ dtp 



dx do 



^ Die beiden Gleichungen: 



gehen Ober in : 



Q . $%nq> — r . «tni/; = 



/( 



und wenn man hieraus den Winkel \p eliminirt, so erhält man die 
Differentialgleichung der gesuchten Tractoria: 

dsp V(g+fl + r)(e + g — r)(g— a + r)(— e + g+r) 

oder wemi man: A + ^ + r)(-g + a^ ^^^^^ 






oder in rechtwinkligen Coordinaten: 



2a / r 
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(«,=!) 



aret fang 



= arcl ranfl = . > . — ^r — ;— = ^r -. — ^— ^ 



2a 






Für den speciellen Werth a=r wird das letzte Glied unbestimmt nnl 
es geht nach gehöriger Bestimmung seines wahren Werths diese 
Gleichung in folgende über: 

c) Man kann auch die Aufgabe umkehren , indem man die Gieh 
chung der Tractoria f{jt,y)r=0 als gegeben betrachtet und dann die- 
jenige Curve sucht, welche von allen Tangenten der Tractoria einge- 
gebenes Stück abschneidet. 

Wenn man aus den Gleichungen: 



*-"/'+( !)'=• 



die Grössen x und y herauseliminirt^ so erhält man die Gleichaai 
der gesuchten Curve. 

Es sei als Gleichung f{jp,y)=zO der Tractoria gegeben: 
oder: <^» _ » V^^^+F + ^ V^'*' - (^'+y') 

dx X yjs' +y* — y >/*»•' — (**+y *) 
und es soll die Curve gefunden werden, welche von allen Tangente 
derselben ein Stack =s r abschneidet', dann wird 
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nitliin die beiden andern Gleichungen: 



(y—v)' 



y V^Hy +xyl^r^— (x" +y») 



Setzt flian hierin zur Bequemlichkeit der Rechnung : 

y ^=Q,cosq) 
sowird: 17= «l-lp.cosgp — v*^' — Q^.8inq)\ 

§=-5" lepsin 9 + ^4r* — p». cosyj 

woraus sich ergibt: ^ + iy*=r^ 

d.h. die gesuchte Curve ist ein Kreis, dessen Radius =r ist, und 

dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt der Coordinaten liegt. 

19. Aufg. Es soll zu einer gegebenen Curve die parallde 
Curve gefunden werden. 

Lös. Wenn man sich für alle Punkte einer gegebenen Curve 
/(4r,y)s0 die Normalen gezogen denkt, und auf diesen vorwärts 
oder rückwärts von dem betreffenden Punkt eine constante Länge A: 
getragen denkt, so erhält man dadurch Punkte der äussern oder 
innern parallelen Curve. Wenn man durch ^ und tj die lau- 
f<Knden Coordinaten der Normale bezeichnet und wenn man zwischen 
den Gleichungen: 

dx ,j. . 
; die Grössen x und y, oder zwischen den Gleichungen 

; /•(a;,y)=0 

U.fjx.y) ! ^ r d.f(af,yh dy _ ^ 
l. dx 1 l. dx \' dx 
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die drei Grossen x, y, -j^ eliminirt, so erhält man zwischen ^ und 

r] die Gleichung der parallelen Curve. 

a) Es sei ein Kreis mit dem Radius r gegeben, man^ sudie die 
parallele Curve. 

Hier ist f(x, y) == y' + j;*— r» = 

dx ,f. V 

woraus sich die Gleichung der äussern oder innem parallelen Gnr?B 
ergibt 

d. b. wieder Kreise, und zwar concentrische. 

b) Es sei eine Ellipse mit den beiden Halbaxen a und b gege- 
ben, man sucht die beiden parallelen Curven. 

Wenn man -• ^g.sing) und — =r geosq> setzt, so ergibt sich 

aus der Gleichung der Ellipse |^ H 1 = 1 durch Einführung der 

genannten Werthe ^ = 1, mithin wird y = 651119) und xsss aea$g>xjtaA 
hierdurch 

§= j:+ — g=r?a+ . — [. cosq) 

h — 

Wenn man hieraus den Wmkei 9 eliminirt, erhält man die Gleichung 
der parallelen Cur?en. 
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c) Wenn man för die gewöhnliche Cycloide die parallelen Kur- 
ven sucht, so sei ihre Gleichung in dieser Gestalt gegeben: 

or = r . I r/) — sin cp | 

y=:r . j 1 — cosy I 
dann wird die Gleichung der parallelen Curve: 

^=r.q) — |2r«tn-2- qp + ij« cos-^(p 

t] = l2rsm-^qp+fc|.sm-^9 
woraus q) eliminirt werden müsste. 

20. Au fg. Es soll für eine gegebene Curve die einfüllende 
Curve gefunden werden. 

Lös. Wenn l/= die Gleichung einer ebenen Curve zwischen 
den rechtwinkligen Coordinaten x und y, und einer constanten Grösse 
a bedeutet, so erhält man die Gleichung der einhüllenden Curve, 

wenn man zwischen f/=»0 und 1—1=0, (wo |;7— 1 der partielle 

Differentialquotient in Bezug auf a ist) die Grösse a ehminirt. 

a) Der Mittelpunkt eines veränderlichen Kreises bewegt sich auf 
der XAxe so, dass das Quadrat des Radius in jeder Lage gleich der 
zugehörigen Abscisse a des Mittelpunkts, multiplicirt in eine Constante 
m ist; es soll die Curve gefunden werden, welche allexliese beweg- 
lichen Kreise einhüllt. 

Die Gleichung des Kreises in irgend einer Lage wird: 

y^ + (x — «)* = ma 
also der partielle Differentialquotient bezüglich auf a: 

mithin die Gleichung der einhüllenden Curve: 

y'^ =r mx + V ^^ 
d. h. eine gewöhnliche apollonische Parabel. 

b) Wenn in den Endpunkten einer gegebenen geraden Linie 
(=s2a) zwei unter einander parallele Linien gezogen sind und wenn 
sich eine andere Gerade stets so bewegt, dass das Product der durch 

22 
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sie Toii den beiden Parallelen abgeschnittenen Stücke eioeni gegebenen 
Quadrate k^ gleich ist, so soll die einhfillende Cunre dieser bewegli- 
chen Geraden gefunden werden. 

Wenn die Richtung der gegebenen begrenzten Geraden zur XAxe 
und die durch ihre Mitte mit den beiden andern gegebenen Geraden 
parallel gezogenen Linie zur FAxe angenommen wird und wenn man 
bei einer bestimmten Lage der beweglichen Linie das Stück, welches 
si& von der YAxe abschneidet, durch a bezeichnet, so werden die 
beiden Stücke, welche dieselbe von den beiden festen Ordinaten ab- 
schneidet, 

jfi=a— ca 

wo c noch eine zu bestimmende Constante in der allgemeiaea Glei- 
chung y — a = ca; der beweglichen Geraden ist. Aus der Bedingung 

yi y2 = + **> fö'8^ ^ = ^ — • HB®r g**^ *2ö obere Zetdien, 

wenn die beiden Ordinatenabschnitte y^ und g^ ^^i^ ituf einerlei Sdte 
der Abscissenaxe liegen und das untere, wenn sie auf Terschiedeneo 
Seiten liegen. Durch Elimination des a aus 



cc—y 



und Is 



a 



erhält man als Gleichung der einhüllenden Curve entweder: 

^ + -^ = 1 , d. h. eine Ellipse 

oder —5 — 1^ = 1 , d. h. eine Hyperbel. 

c) Eline gerade Linie bewegt sich so, dass sie mit zweien, unter 
gegebenem Winkel X sich schneidenden, Geraden Dreiecke bildet, die 
einen constanten Flächeninhalt fr' haben; man sucht die einhüllende 
Curve dieser Geraden. 

Nimmt man die beiden Schenkel des gegebenen Winkeb zu 
Coordinatenaxen an und bezeichnet die Stücke, welche die bewegliche 
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gerade linie in einer ihrer Lagen Ton diesen Axen abschneidet, durch 
a und /?, so ist die Gleichung dieser Linie 

oder, da die Fläche des abgeschnittenen Dreiecks -|o/?. stn A==Xr^ sein 
soll, diese: 

Hieraus und aus den partiellen Differentialquotienten nach o, nämlich 

erhält man nach Eliminirung des a, als Gleichung der einhüllenden 
Cunre: 

2.smA 
welches die Gleichung einer Hyperbel ist^ bei welcher die Coordina- 
tenaxen, hier also die beiden gegebenen Geraden, Asymptoten sind. 

d) Eine gerade Linie von gegebener Länge h bewegt sich so, 
dass ihre Endpunkte beständig in zwei auf einander senkrecht stehen- 
den festen Geraden liegen; es wird die einhöHende Curve dieser be- 
wegten Linie gesucht« 

Wenn man die festen Geraden zu Coordinatenaxen annimmt und 
die Stücke, welcho von ihnen durch die bewegliche Gerade in einer 
ihrer Lagen abgeschnitten werden, durch a und ß bezeichnet, so hat man : 

/?» + a» = fc» 



also: -7=^=4. £.=sL 

Wenn man hieraus und aus den partiellen Differentialquotienten, be- 
züglich auf a, das a eliminirt, ergibt sich als Gleichung der einhül- 
lenden Curve: 

e) Der Mittelpunkt eines Kreises von gegebenem Radius r be- 
wegt sich auf einer gegebenen Curve f{a,ß)^=^0 oder /?=^(a), man 
sacht die Curve, welche alle diese Kreise einhüllt 
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Diese Gleichung des Kreises wird: 

(^-a)«+(Sf-9)[«])'^r» 
und ihr Differential, bezuglich auf a: 

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen das a eliroinirt, so ecbiil 
man die Gleichung der gesuchten einhüllenden Curve. 

Wäre z. B. als leitende Curve ein Kreis unter der ForH 

ß = Vä' — «^ gegeben , so wäre die Gleichung der einhüllenden Cum 

d. h. wieder ein Kreis mit demselben Mittelpunkt und dessen Radifu 
die Summe oder Differenz der beiden gegebenen Radien ist. 

Wäre als leitende Cur«ye die gerade Linie ß = aa + b gegeben, 
so wäre die Gleichung der den beweglichen Kreis einhüllenden Carre 
wieder eine gerade Linie: 

yzss aj?+6 + n 

Aus den allgemeinen Gleichungen ergibt sich beiläufig noch: 

, da 

X — a =-r 



»-/*=+ 



7^ 



und hieraus, wenn man beides nach a differentiirt : -7^ = -^, d.h. die 

dx da 

einhüllende Curve ist in jedem Augenblick mit der eingehüllten pa- 
rallel. 

f; Der Mittelpunkt eines Ki^eises von variabelm Radius bewegt 
sich auf einer gegebenen Curve, während die Peripherie desselben iin- 
mer durch einen gegebenen festen Punkt geht. Es soll die eioböl- 
lende Curve des bewegten Kreises gefunden werden. 

Wenn der feste Punkt zum Anfangspunkt der Coordinatea ge- 
nommen vvird und die Coordinatea des Mittelpunkts des bewegten 
Kreises et und ß sind, so wird die Gleichung dieses Kreises: 
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Die Gleichung der leitenden Gurve sei f(a,ß)^0 oder ß^f{a), 
dann wird der Differential(|uotient der yorigen Gleichung, bezuglich 
auf a: 

aus welchen beiden man durch Elunination des a die gcsuchle Glei- 
chung der einhüllenden Curve erhält. 

Wäre z. B. als leitende Curve ein Kreis mit dem Radius = r 
und seinem Mittelpunkts -Coordinaten f und q gegeben, wäre also 
(ß — j)* + (a — p)' == y*^, so würde die Gleichung der einhüllenden 
Curve : 

|y* + a?»— 2jy— 2pjrP=4r*(^'+3/^) 
und wenn man den Mittelpunkt des leitenden Kreises in. den Anfangs- 
punkt der Coordinaten selbst verlegt, also p=0 und ^^ = setzt, so 
ergibt sich als einhüllende Curve: 

y^ + jr^ = 4r* 
d. h. ein dem ersten concentrischer Kreis, dessen Radius das Dop- 
pelte vom früheren ist. 

Nähme, man als leitende Curve eine Ellipse mit den beiden Halb- 
axen a und 6, mit den Coordinaten ihres Mittelpunkts p und q und 
denkt man sich die Coordinatenaxen parallel mit den Axen der El- 
lipse, so würde die Gleichung der den bewegten Kreis einhüllenden 
Curve : 

|y'+;r* — 2jy — 2pa?j*=«4J6*y« + a«a?2| 

Wenn hierbei der feste Punkt in einem Brennpunkt der Ellipse liegt, 
so ist die einhüllende Curve ein Kreis , dessen Mittelpunkt im zweiten 
Brennpunkt liegt und dessen Radius =2«, d. i. die grosse Axe der 
Ellipse ist. 

21. Au fg. Wenn eine ebene Curve gegeben ist und es bewegt 
sich auf ihr der Mittelpunkt einer Kugel, so soll die einhüllende Ober- 
fläche dieser Kugel gefunden werden. 
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Lös. Wenn man die Ebene der Curve stur XF Ebene annimmt, 
so sei ß=^f(ci) die Gleidiung der Conre ; ferner sei r der Badios 
der bewegten Kugel und a die Abscisse ihres Mittelpunkts bei irgend 
einer I^ge; alsdann wird 

die Gleichung der Kugel. Wenn man aus dieser und aus ihrem in 
Bezug auf a gebildeten ersten Differentialquotienten, nimlidi: 

aa 
die Grösse a eliminirt, so eriiält man die Gleidbung der einhüllenden 
Oberfläche. 

a) Wenn die ebene Cnrve , auf weldier sich der MittelpuiÄI der 
Kugel des Radius r bewegt, ein Kreis mit dem Radius g ist und wenn 
dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist, so das« seine 
Gleichung /?' + a' = q^ wird , so hat man : 

(jr— a)» + (y—Ve*— «')*+«' = r» 
xylo^ — a* — ya = 0. 
Eiiminirt man hieraus die Grösse a, so wird die Gleichung der ein* 
höllenden Oberflache: 

Die beiden yorhergehenden Gleichungen zusammengenommen ge- 
ben die Gleichung der Charakteristik dieser Oberfläche, die zu Am 
speciellen Punkt a gehört. Ihre Projection auf die XF Ebene ist wie 

oben 

x^Q^ — ö' =y«* eine gerade Linie 
und ihre Projection auf die XZEbene: ^ 

(x — c)*.^ + Ä*=r*, ein Kreis. 

Es ist also die Charakteristik eine ebene Curve und zwar ein Kreis, 
dessen Ebene senkrecht auf der XFEbene steht. Die Knotenlinie 
dieser Ebene macht mit der XAxe einen Winkel, desen Cosinus 

= — ist. Der Radius ist =r und der Mittelpunkt liegt auf der XAxe 

in der Entfernung q vom Anfangspunkt der Coordinaten. 
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b) Wenn die leitende Curve, auf weldier sich der Mittelpunkt 
der Kugel des Radius r bewegt, eine Ellipse mit den beiden Halbaxen 
ff and b ist und wenn der Mittelpunkt der Ellipse der Anfangspunkt 

der Coordinaten, so dass ihre Gleichung ^-j — 5=1 ist, so wird: 

(x—a)^+(9 — ^yJa^ — a«) +»» = r* 
also der Differentialquotient in Bezug auf a : 

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen das a eliminirt, was 
allerdings ausführbar ist, aber ein sehr unerquickliches Resultat gibt, 
so erhält man die Gleichung der einhüllenden Oberfläche. — Nimmt 
man aber hierzu noch den zweiten Diflerentialquotienten : 

und eliminirt nun aus diesen drei Gleichungen das a, so erhält man 
als die beiden zusammengehörigen Gleichungen der Wendungscurve 
der Oberfläche: 



c) Wenn die leitende Curve wieder wie in dem ersten 
Beispiel ein Kreis mit dem Radius q in der XFEbene ist, also seine 
Gleichung /?^ 4" "*="?* ^^^ wenn sich auf seiner Peripherie der Mit- 
telpiukt eines Ellipsoids mit den drei Halbaxen a, 6, c so bewegt, 
dass die Axe 2 a stets parallel mit der XAxe bleibt, so hat man 

a' "*" 6* "*"c»""^ 

Der erste Diflerenlialquotienl in Bezug auf a wird: 

* 0^-6* jf_ _cc 

und der zweite: 
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Wenn man aus den beiden ersten Gleicliungen das a eliminirt, 
so erhält man die Gleicliung der einhüllenden Fläche, was aber ein 
unbequemes Resultat gibt; und wenn man aber aus allen dreien das 
a eliminirt, so erhält man als die beiden Gleichungen ihrer Wen- 
dungscurve: 

Wenn das Ellipsoid durch Rotation um die ZAxe entstanden ist, 
so wird a^b und es ergibt sich als Gleichung der einhüllende 
Oberfläche: , 

c 

22. Äufg. Eine cylindriscbe Oberfläche entsteht dorch 
die Bewegung einer Geraden, die während ihrer Bewegung einer an- 
dern festen Geraden beständig parallel bleibt. Wenn j? s= ax und 
yz=,bz die Gleichung der festen Geraden, wenn ferner «=0 und 
v=Q (wo tt und V Funktionen von x, y, z sind) die Gleichung der 
leitenden Curve ist, so eliminirt man aus 

tt=0, v = 0, y — az==a, y — b% = q){a) 
die Grössen a:, y und % und erhält dadurch eine Bestimmung der 
Natm* der Funktion 9). Kennt man aber diese, so ist 

y — 69 = 9) («r — az) 
die Gleichung der cylindrischen Oberfläche. 

a) Wenn die leitende Curve ein Kreis in der XFEbene ist, so 
sind dessen Gleichungen 

nimmt man hierzu 

y—bz=g)(a) 
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so erhält man als Bestimmungsgleiduing der Funktion <p: 

j9,(«)-ioj'+}«-ir=Ä» 

nudüo die gesuchte Gleichung des Cyliuders 

{y~h%—B)^'\r{x—a%—A)'^^R\ 
Wenn der Mittelpunkt des gegebenen Kreises zugleich Aufaogs- 
poDkt der Coordinaten ist , so wird A^Q und £ » ; und wenn die 
Axe des Cylinders zugleich die ZAxe ist, so wird a=sO und ^3::0 
und daher die Gleichung des gewöhnlichen geraden Kreiscylinders 

b) Wenn die leitende Cunre eine Ellipse in der XFEbene ist, 
80 sei zugleich ihr Mittelpunkt der Änlangspunkt der Coordinateu, dann 
sind ihre Gleichungen : 

««0 

hienw kommen: 

s — az=:a 

also nach Elimination des x, y, z: 






initbin die Gleichung des Cylinders 

23. Aufg. Die conische Oberfläche entsteht durch die 
Belegung einer Geraden, die beständig durch einen festen Punkt 
Q, 6, c und durch eme gegebene leitende Curve u = und t; = 

gehU 

Han bestimmt aus den Gleichungen 

M=0, v^O, ^^3^ = a, ^3^ =5P(a) 

*wch EBmination der Grössen «, y, « die Natur der Funktion «y 
^d dann wird 

23 
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X — c ^ \ z — c / 
die gesuchte Gleichung der conischen Oberfläche sein. 

a) Wenn die leitende Cunre eine Ellipse mit den beiden Halb- 
axen A und B ist; wenn ferner deren Ebene in der Entfernung h pa- 
rallel mit der durch den festen Punkt a, b, e gelegten XFEbeneist 
und wenn die bezöglichen Y und XCoordinaten ihres Mittelpunkts q 
und f sind, so hat man diese Bedingungsgleichungen: 





B» 


' A^ 


Jt 


— a 

z 


= a 


y 


-6 

z 


= (p(a) 



woraus sich die Gleichung der conischen Oberfläche ergibt: 

A\\(y—h).h+(b^q).zf+B^.\(s — a).h + ia—p).x\^=Ä^.B^.i^ 

Wenn die leitende Curve ein Kreis ist, so hat man nur A^Bssr 
zu setzen. ^ 

b) Wenn die leitende Cutve eine Lemniscate ist, so sei deren 
halber Durchmesser =r, ihr Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten und deren Ebene die XF Ebene; dann werden die Bedin- 
gungsgleichungen : 

X — a 



z — c 
y-b 



= a 



= 9(a) 



z — c 
Hieraus ergibt sich die mit dieser Basis gebildete conische Oberflädie: 

\{az—cxy+ {bz — cy)^\ s=r^.(« — c)*.}(oä — cor)' — (6« — cy)^ 

c) Wenii die leitende Curve eine apollonische Parabel ist-, so sei 
deren Ebene die XTEbene und ihr Scheitelpunkt der Anfangspunkt 
der Coordinaten ; dann hat man : 
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X — a 

= OL 

% — C 

und daraus die Gleachung der conischen Oberfläche: 

(6» — cy)* = 2p(Ä — c)(ß% — ex). 

24. Auf g.' Wenn eine gegebene Cum tts=>0, « = (wo wie- 
der u und V Funktionen von x, y und x sind) um eine gegebepe 
Gerade 

.,\x = az + a' 
\y^hz + h* 
als Drehungsaxe in eine rotirende Bewegung gesetzt wird, so entsteht 
die sogenannte Rotations-Oberfläche. 

» 

Wenn man zuerst aus den Gleichungen 

t? = 

(a?—aO^ + (y—5')* + Ä' =?)(«) 
die Grössen s, y, z eliminirt, so wird dadurch die Natur der Funk- 
tion g> bestimmt und man erhält dann als gesuchte Gleichung der Ro- 
tationsfläche : 

(a? — «)* + (y — ß)^ + ä'= g) (jax + 6y + ä). 

a) Wenn In der XZEbene eine Ellipse mit den beiden Halbaxen 
A und B und den Mittelpunkts- Ordinalen p und q gegeben ist und 
wenn die ZAxe zugleich die Drehungsaxe ist, so bat man zur Bestim- 
mung der Natur von q>\ 

A^ ^ tt* ~ 
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und folglich die Gleichung der Oberfliche: 

Wenn der Mittelpunkt der Ellipse zugleich Anfangspunkt der 
Coordinaten ist, also pcssO und q^O, so wird die Oberfiidie 

d. h« das gewöhnlidbe Ellipsoid, welches dqrdi die Drehung einer El- 
lipse um die ZAxe entstanden ist. 

Nimmt man p = l und { = 0, so wird 

die Gleichung einer Oberfläche, weiche durch die Drehung einer El- 
lipse um den Endpunkt der X entstanden ist, 

b) Wenn die zu rotirende Ciirve eine gerade Linie in dt 
XZEbene und die Rotationsaxe wieder die ZAxe ist, so erhält mal 
als Bedingungsgleichungen • 

y = 

x^Az + B 

z=a 

^* + y' + «'=5*9(«) 
mithin die Gleichung der Oberfläche 

Äz+B = yJx^+y^ 
welches einen Kegel bedeutet. Wenn die erzeugende Gerade durdi 
den Anfangspunkt der Coordinaten geht, wenn also B = ist, dann 
liegt der Scheitel des Kegels in diesem Anfangspunkt und die Glei' 
cbung wird 

x^ + y = A^.z^ 
wo Ä die Tangente des Winkels bedeutet, welchen die Seitenlinie de» 
Kegels mit dessen Ai^e bildet. 

25. Au fg. Eine Curve doppelter Krümmung entsteht im ADge^ 
meinen durch den Durchschnitt zweier Oberflächen, wird also analy- 
tisch durch zwei Gleichungen zwischen drei Coordinaten gegeben seiO' 
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a) Wenn zwei parabolische Cylinder gegeben sind, von denen der 
eine senkrecht auf der XFEbene, der andere senkrecht auf der 
XZEbene steht, so soll ihre Schnittcurve untersucht werden. 

Die Gleichung der Curve wird : ^y^=2px 

d^_ p d^% q 

also die Gleichung der Tangente : / p .^ . 

I V y =^ tr ^' — ' 

5 

?-« = -l(|_x) 

oder: J P > , i 



f=l.|+i» 



Die Gleichung der Normalebene : 



•I (C-«) + ^(f] -9) + {§-x) = 

oder: 1+ ^-i? + ^.f— (* + P + 3) = 

Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 
bis zur yZEbene wird: 



/'+{gr+(sr=/ 



bis zur X ZEbene wird : 



bis zur XFEbene wird: 



Die Knotenlinien der Normalebenen werden: 

in der yZEbene: ^.t] + ^.^—{x+p + q)-0 
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in der XZEbene: |+ — .?— (*+!> + j) = e 

- - XF - | + J.i?-(a; + p+j) = 

Die Gleichung der Krümmungsebene, welche im Allgemeinen ist: 
(i—jO.{dy.d^z—d%.d:^y) + (r]—y).idz.d^x—dx.d'^x) 

+ (lC—z).{dx.d*y^dg.dhi)=t 

wird hier: ^= ^^.j9 

(p+ Q + x)*^* 
Der Krümmungshalbmesser wird = ^ ' ^ ^ ^^ 

VP + « 
Die Coordinaten des KrümmungsmiUelpuDkts werden: 

a=:3a7+p + { 

y(p+5) p+« 



y 






b) Während in der vorigen Aufgabe beide Cylinder parabolisdi 
waren, mag jetzt der eine von beiden ein Kreiscylinder sein; dann 
werden die beiden zusammengehörigen Gleichungen der Schnittcune: 

y^=2pa? 

Ä^ + ap'sÄa* 

Es wurd -j- = — ; -7- = 

dx y dx z 

Die Gleichung der Tangente: 1 P /t \ 

^-« = -4(1-06) 



oder: l^= — •^ + ■5-^ 
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eichung der Nonnalebene: 

»der: f+ — .»? . ^— 1> = 

Inge der Tangente vom Berührangspnnkt 

r FZEbene wird: — . sa^y^+ji^z^ 

yz 

. xz - - i^V^V+p^* 
. XF - - — — Vö^yHp'«* 

notenlinien der Normaiebene werden: 

: yZEbeüe: ^.w — ~.^— p=0 

y * z . 

XZ . 5_£.j^p=o 

Jeichung der Krömmungsebene wird: 

(rümmungshalbmesser wird 

_ ja* y* + p^ **)*'» 

fa. Va'y»(4*»+y»)+l>'«»(4«»+*') 
Koordinaten des KrQminuDgsinittelpunkts werden: 

y.}aV(2*' + »')+*'(2/^'— a'y')[ 
'^^ bV(4** + 9*) + J»*'* (4** + *') 
p*i»jo»(*»— 2»«) +Jr (»«» + 2a*jr)| 

yas ! — ^. i 



a^ 
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c) Man untersuehe die Curve , welche dmrdi den Sdniitt tf 
Kreiscylinder entsteht, die wieder respeetive auf der XF und auf 
XZEbene senkrecht stehn. 

Die Gleichung der Curve ist: 

jj' + y' = a* 

. j, dy X dz X 

Ferner wird :3-== ; t-'=» 

dx y dx y 

d^ a^ £±__J^ 

ds^^ y^' rf*»~" z» 

Die Gleichung der Tangente: / */t ^ 

rj — yzsx— —(f — X) 

oder : J 7 y + ^JP= «* 



Die Gleichung der Normalebene: 

(?-*)-('?-y)^ -(?-«) -7 = 

9 ^ 

oder: X — iZ._i^ + 1 = 0. 
X y z 

Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 



- XZ - 



bis zur FZEbene wird =Äjr».-m/ ~r + -1? + -s 

- - xy - - =,^yJ5+l,+^ 

Die Knotenlinien der Normalebene werden: 
in der FZEbene: -2- + 1 — 1 = 

- - XZ - 1 — 1 + 1=0 

- - XF - 1-^ + 1 = 
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Die Gleichung der Krummungsebene wird: 

Der Knimmungshalbmesser wird 

V 0*6* Ji* + aH^y^ — 2a^h^x^~y^z^ 
Die Coordinaten des Krümmangsmittelpankts werden: 

" "" ' a*6*z* + aH*y*— 2aH*^*S/2^» 



y=o**3 



ar*^» + a*6^z» — 26^a?V 



d) Man untersuche die Curve, welche bei dem Durchschnitt ei- 
nes Ellipsoids mit einer Kugel entsteht. 

Wenn der gemeinsame Mittelpunkt beider Oberflächen der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist, so wird die Gleichung ihrer Durch- 
schnittscurve : 

1 L» U _— I 

»' + y* + «*=»■* 
Hieraus : 

_!___ 1 _L_± 

dy X o* c* dz Jt ä* 6* 

6* c» c» 6» 



d«*~ / 1 1 \» , 'rfx«~ / 1 1 f 3 

Die Gleidnmg der Tangente wird 



1-^ 






24 



m 




1 

Die Gleicliang der Normalebene vird: 



(p-r»)i?+(r«-^)-y+(^-r>)7='" 



Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 
bis zur FZEbene wird =ri yT — *y "* " 



( 



- - xz 









- - XF - 






1 



Die Gleicbungen der Kaolenlinien der P(ormalebcnen werden: 
,„d.rFZEl,e„.:(i.-J.)i + (^-^)i=0 

- - - - a-mHh-^)i=' 

- -'' - (p-?)l+(?-?)f=» 
Die Gleichung der Krümmungsebene wird: 

Wenn man der Kürze wegen folgende Bezeichnung eixifübrt.: 
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so wird der Krünunuogshalbmesiter 

M6»c,/ -^ -^ • V ^ + 65 + 7« P 
und die Coordinaten des Krttintoangamitfelpunkts : 

26. Aufgabe. Es soll eine gegebene Oberfläche ^untersucht 
werden. 

a) Wenn ein Ellipsmd mü denr drei Halbaxen a, b, c gegeben 
ist, also: 

. . dz c^ X dz c^ y 

aowird; ^^-^-f.-,- = - p. - 

Die Gleichung ddf Tangenteoebene: 

oder: * . ^ + i^.,+J. |=0 

Die Cosinusse der Winkel , welche diese Tangentenebene 
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X 

mit der YZEbme bildet = 



o» 



- XZ - 



y 

I I - r 

V 0^+6' + ^ 



~ XY - 



X 



/ 



+ ^ 



c' X 



Die GleicJiuDg der Normale wird: V^-^i» = (S — *)• rs • — 

oder: ^-^ _ ^=a,.(-, - ^) 

c» b" ~' \c* JV 
Die Länge der Normallinie yom Berjöhrqngspunlit bis 



zur 



- XZ - 



^ XY - 



VI 
Vi 



Die Coordinaten des Mittelpankts der Berührungskugel, deren 
willkührlich bleibender Radius durch (f bezeichnet werden mag, 
werden; 



a 
a =x — 



QX 

n 2 



V 
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^ 



.2 



/.2 



y=» 



Der Radius der grössten und kleinsten Krümmung wird: 



V 










b) Wenn man das elliptische Paraboloid untersuchen will, so kann 

man dessen Gleichung unter der Form ipf^z = px^ + p^ y^ 

schreiben. 

Eswird: ^ = -^; ^'^l. 

dx 2p^ ' dy 2p 

d^ JL. d^^_ 1 . d^z 
dx^^ 2p^ ' dy^~2f ' dx . dy 

Pie Gleichung der Tangentenebene ist: 

Die Ausdrücke für die Cosinusse der Winkel, welche die Tangenten- 
^ene mit den Coordinatenebenen bilden, werden 

mit der FZEbene = ,. . . ^f „ 



- - xy - =-= 



2j>p» 



>/4pV*+i>'* •«■*+?'*»' 
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Die Gleichung der Nonnale wird: i?+-^ .|=2|>^-f-« 

SD 

Die Länge der Normallinie vom Berührungspunkt bis zum 
Durchschnitt 

mit der FZEbene wnd ^ o^—r* V^PV+l'* ^^ +!>'*»* 

Ffir die Codrdinaten des Mittelpunkts der Beruhnm^ugeh er- 
hält man 

Hierin ist der Radius q noch wilikührlich. Bestimmt man ihn so, dass 
er zur grössten und zur kleinsten Krümmung geMrt, so 'wird 

c) Wenn man die gewöhnliche Lemniscate um ihren DurcbmeS' 
ser gedreht denkt, so entsteht eine Oberfläche, deren Cltidamg wM: 

Wenn man der Kurze wegen ar^-}*y*-|-»^=m* setzt und dab« 
J7 als Funktion der beiden unabhängig Veränderlichen y und % be- 
trachtet, so wird: 
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; dy/^iü.ia^ r^ 2 m^) *' d z "" aj.(a^ — 2ii>^) . 

d^x _yÄ.jl6a*a;* — («* — 4m«)((i^4-2m^) [ 

d'^x (g*— 4m^) .j(fl^— 2m^jr^ — (a^+^m^)^^} + 16a*^^g» 
J?^'^ ^ a?'(aa— 2wV ^ ' 

Die Gleichung der Tangentenebene wird: 

(a*— 2w2)aj-.|=(a^+2m*)y.?? + (a^ + 2w*jz.?— m*. 

Es werden die Cosinusse. d^ Winkel, welche diese Ebene bildet, 



mit dcp rZ Ebene = 



jr.(a'— aw') 



arm 



_ y.(g» + 2m^) 



- - Xr - :^ Ä.(a*+2w^) 



■» - ^« 



Dia Gleichung der Normale wird: 

(a^+2w2;y.^+(a2— 2m')jr.i; = 2a2jry 
(a*+2«»)Ä. !+(«'— 2»|2)aj.?x=.2Ä»x* 

Die Länge der Normallinie vom Berührungspunkt bis zum 
Durcbsdmitt 

mit der FZEbene wird = x * ^ — • 



- - XZ - 



Ä*m 



- - XF - - = 



a^in 



a2+2w* 

Wenn man die Krümmungshalbmesser der respectiven kleinsten 
und grössten Krümmung durch q' und q** und ebenso die Coordina- 
ten der bezüglichen Krümmungsmittelpunkte durch a'/J'y' und a"/9"y" 
theilt, so erhält man für diese Stücke folgende Ausdrücke: 
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a' 



« - 3(«» +»» + *») ' 

P - 3(a!» + y»+»») 

( ^' + .v' + g'-o').g 






o 



// 



2a>0 



o» + 2jr" + 2y' + 2jt» 
; /J" = 



d) Wenn wir wieder die Lemniscate nehmen, aber sie nicht wie 
in der vorigen Aufgabe um die XAxe, sondern jetzt um die FAxe 
drehn, so entsteht dadurch natürlich eine ganz andre Oberfläche, de- 
ren Gleichung ist: 

{sfl + y^ + zy = a* (or^ — y» + «*). 
Wenn man hier ebenso wie vorhin a?*+y* + «* = !»* setzt, und di- 
bei y als eine Funktion der beiden unabhängig Veränderlichen s vd 
z betrachtet, so wird: 

dy jr(a^— 2m^) , dy _ z(a^—2rm^ 
dx^y(,d' + 2m^) ' dz" y{a^ + 2m^) 

i2y (g*— 4m^).{(a^ + 2m^)y»— (g^— 2 m*) a?» j — 16 g« JfV 

d2y — a?jgjl6gV+(g* — 4m*)(g^— 2tii*)[ 
diT^"" »^(a* + 2my 

diy _ (g*— 4w«) . { (g2 + 2m»)y'— (g«— 2m^)g» }— l^yV 
dÄ«"" y2(g* + 2m»)3 

Die Gleichung der Tangentenebene wurd: 

(g»+2m2)y.i?=(g»— 2m*;Ä',|+(g»— 2m»j«.f+m*. 
Ferner werden die Cosinusse der Winkel, welche diese TaogeiH 
tenebene mit den Coordinatenebenen bilden, nämUch 

mit der TZEbene = — ^ — ^ — ^ 

_ y(a + rn^) 
ahn 

— — A JT — — ^ A 



- JZ - = 
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Die GleidiuDg der Normale wird: 

bie LSnge der Normallinie Tom Punkte jryz bis zum Durchschnitt 

mit der FZEbenc wird= , o ,'"'"^' t'\ j 

o*— 2»' — 2y' — 2x* 

TZ - «*>/^'+y'+^ 

" ~ o»+2** + 2y* + 2a' 

~ o*— 2*'— 2j^«— 2«» 

Wenn hier auch wieder die Radien der kleinsten und grössten 
Krfimmung durch g' und q" und die Coordinaten der bezüglichen 
Krämmungsmittelpunkte durch a' ß' y' und a" ß" y" bezeichnet wer- 
den, so erhält man: 

'^ 3V»'+y' + Ä' ' ^ ~ o*— 2»»— 2y»— 2z» 






♦^ 3(«»+j/»+a») 



0»— 2«»— 2y*— 24» 



25 
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YII. Unbestimmte Integrale von Funktionell 

einer einzigen Yariabeln. 

Wenn man die Integration zur wirklichen Lösung Torgegebener 
Probleme anwenden will, so kann bekanntlich nur von sogenannten 
bestimmten Integralen, d. h. fon solchen die Rede sein, welche 
zwischen gegebenen Grenzen eingeschlossen sind. Von diesen soll je- 
doch in gegenwärtigem Abschnitt noch nicht die Rede sein, sondern 
es soll hier einzig und allein mir darauf ankommen , Beispiele zu lie- 
Tern, die zur Einübung in dem rein Technischen des Integrirens dien- 
lich sind. Eben deshalb wird auch jeder Zeit die HinzufQgung der 
Constanten der Integration unterbleiben, weil sie einer Seits zum ge- 
nannten Zweck nichts beiträgt und andrer Seits zu viel Raum fort- 
nimmt; jedoch soll hierbei irgend ein beliebiger Theil der Constanten 
ganz nach Willkühr mit in das Resultat hineingezogen werden, wenn 
dieses dadurch eine schicklichere Form erhält, so dass also, wenn 
man z. B. bei einer Integration als Resultat erhält 

log . \ ^— - — ^. I , hierfür geradezu geschrieben werden darf 

2.log (V^r^-a + V-^ — ß) * indem eigentlich Ing ( ^^ T^ "*" y ~^ > ,|-p 

) V a?+a — Va^— oi 

das Resultat wäre und dieses sich leicht umwandelte in 

log^ 2 ^-^+^ oder in 2%Jv^4-« + v^ — aJ-toff2a-f-C 

oder in 2%j^a;-f-a-|-7x — a\'\'C^, wo C^ eine neue willkührliche 
Constante bedeutet, die aus den obigen Gründen fortgelassen wird« 

A* Inteffration alyebrainclier rationaler FoiUictioneB« 

§. 13. 

Jede algebraische rationale Funktion lässt sich bekanntlich auf 
diese Form bringen: 
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I 

WO F(x) «= aa?** + 6a?**-^ + cä^-^+..,.. 

kl Hierbei darf man sogar noch aDoehmen, dass -rr— r ein echter 

Bmch i^t» d. h. dass m kleiner als n, da bei einer unecht gebroche- 
nen Form die darin enthaltenen ganzen Zahlen zuerst durch einfache 
DtfittOD abgesondert werden k&nnen. Dann wird man ferner schrei- 
ks därfen: 

f^^ W ^ 

f(*) ix—tt)r{x—ß)i(jf—yV 



■*" {x—ßy ^ {x^ß)'^^ ^ (a?— /J)«-2 ^ "" s—ß 

, Cr , ^r~l , Cr—1 fi 



worin alle Zähler il , B , C,.... constante von x unabhängige Grössen 

sind. Wenn man (o?— /?)9.(a?— y)« d. h. das Product aller 

Factoren im Nenner des gegebenen Bruchs, welche von (x — a) 
verschieden sind durch (p{x) bezeichnet und wenn femer 9) (a), 9)' (a), 
J)"(a), 9)'"(a)..... respective die Funktion q)(jx:) oder deren ersten, 
zweiten, dritten u. s. w. Diiferentialquotienten bedeutet, wenn man 
nach der Differentiation a f ür x gesetzt hat^ so erhält man folgendes 
Büdungsgesetz für die Zähler A: 

F(a)=q>(a).Ap 

|v(a) = gp' (a) . ip + 9 (a) . 1 ip_i 

F"(a) =g)" (a) .Ap + 2^ . 9)' («) • 1 ^p-i + 5P («) • 1 .2.ip-2 

F'"(a) = 9'"(a).ip + 3^. 9)" (a).l.ip-i + 82. 9' (a).1.2.ip-2 

+ qp (a) . 1 . 2 . 3 ip-^ 

P^a) = <p''^(a).ip + 4i.(p'"(a).l.ip-, + 42.<(a).1.2.ip_2 

+ 4a-9>'(«)-l*2.3i^-3 + 9>(a).1.2.3.4ip-4 
tt^ 8, w, f. 



IM 

Hieraus wird man der Reihe nach die Worlhe von i«, i«^, 
Anr-2 u^ s, w. berechnen können. Die mit unten aogehingiea Indicei 
versehenen ZahlcoeÜQcienten bedeuten wie gewöhnlich die Binomial- 
coefficienten der entsprechenden Potenzen. — Für die Bestimmung der 
übrigen Zähler, d. h. für die verschiedeneD B, C^ etc.» gelten natii^ 
lieh ganz analoge Regeln. — 

In dem speciellen Fall, dass p »1 ist» d. h» wenn eio soldMr 
Factor (s — cc) nur ein einziges Mal in dem gegebenen Nenner esUr 
halten, kann man den zugehörigen Zahler noch auf eine etwas beque* 
mere Weise berechnen; es wird dann nämlich q>(cf) =3: /*(a), mitbio 

Nach dem Bisherigen wird 3icb also das Integral jeder algebrai* 
sehen rationalen Funktion, also 



/i 






jeder Zeit zurückführen lassen auf die beiden Integrale 



yi/f.dx und /, rz.dx 



welche leicht genug bestimmt werden können » da nach einfacher Uoi- 
kehrung der Regeln der Differentialrechnung das erste ■ ■ ^ und dtf 

Bei dem zweiten Integral muss man noch den speciellen Fall beachr 
ten, wenn « = 1 ist, also / — —- .dx gegeben ist, dann erhält 

man l——.djp=^log{jp — ä), ein Resultat, welches anscheineni 

in der vorhin genannten allgemeinen Form nicht enthalten ist, welches 
ßich ihr aber dennoch unterordnet , wenn man die Constante der la-^ 
tegralion beachtet, oder wenn man zwißchen Grenzen integrirt^ 

Wenn ein solcher einzeln vorkommender Factor des Nenners eio. 
imaginärer ist, so muss sich, nach einer bekannten Regel aus dec 
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Theorie der algebraischen Gleichungen, auch noch der ihm conjugirte 
Factor in demselben Product vorfinden; wenn also der eine Factor 
die Form x — a — ß.i (wot, wie immer = V--i) h»^ so muss es noch 
einen zugehörigen Factor von der Form x — a + ß.i geben. Bei der 

Zerlegung des Bruchs t-— ; in Parlialbrüche werden die diesen beiden 

Factoren entsprechenden Brüche folgende sein: 

M+N.i M—N.i 

7 + 



JF — a — ß.i JF — a + ß.i 
worin M+N.i = ^J!''\i'{[ und itf— JV.t^ f ^"~f '!,^ ist. Mithin 
wird 

+ (M—N.i).log{j^—a + ß.i) 

^M.log (x^-- 2ajr + «^ + /9^) + N.iJog ( ^^^~ E \ 

X^—ot + ßi I 

Andrer Seits ist aber auch 

:=M.log{ar^—2ax + a^'i'ß^) — 2N.arcltang = ^^\. 

Hier ergibt sich beiläufig die in der Integralreclinung sehr häu- 
fig anwendbare Relation zwischen einem in imaginärer Gestalt erschei- 
nenden Logarithmus und einer reellen cyclometrischen Funktion. 
Steilen wir diese Beziehungen im Allgemeinen zusammen, so sind es 
folgende: 

1 , /l + «»\ 1 , /»■— «\ 
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arcisinssz) = -rJog\yJl — «* + tÄ> =^%Aog wl — «* — i%\ 

arc{cos = z) = -r.toflf|Ä+ t /T— «^| = i-%|« — «Vi — «*} 

Eine besondere Erleichterung gewährt beim Integriren die Me- 
thode der Substitution oder die Einführung einer neuen Variabein; 
das dahin gehörige Gesetz spricht sich, in Zeichen so aus: wom 
x=q){z) gesetzt wird, so ist 

Ein andrer sehr wesentlicher Hilfssatz ist der Satz von der theilwd- 
sen Integration^ welcher, wenn u und v Funktionen von x bedeuten, 
so lautet: 

Häufig ist es auch zweckmässig, die zum Integriren gegebene Fanktioa 
in jnehre Summanden zu zerlegen und diese einzeln, vielleicht mit 
Hilfe verschiedener Substitutionen, zu integriren. 

§. 14. 

Beispiele. 



1) / a.f{ar).dx^a j f{x)Ax 



2) 



3) / a?«.da? = -J-a?2 



n + l 
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7) 



8) 



9) 



10) 



ß 
f 



arc {lang = x) 



^jp^ . rfa;=-f-jr "^ 



hy[x^ . ds = 3. V^ 






12) 



13) 



= 4 <J2. tjje 



+ 5**+ 7a!«) . d*= 5 X— I- jr» + -f a;» + X^ 



— is+x'' 



/(5 — 3» 
... /Va 2,6 8 \ . 2,1 2,2 



16) /'l^^.rfx = (^is» + 6).?'a: 
/xH2aj 



3 



18) 



+ 3*»)». daj=2a?*+^a;« + 9;p6 + f as' 



19) 



20) 



3a; + 2;r')'.dx=J?— 3*' + "*«— 3a;<+-|-«« 



21) /^y«-.(Vx— 2^)».d» = /^a;»5^»— 2x» + {|»'5'^ 
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22) /{2l[x + pr— 9«)* . d*=27jr«— V*'5f<?+ 12»* 

23) /'^.(6^« + 3/'*+^J.rfa = 2yF. j^a?^ 

24) /^yj^.(>ri+i).(2— v*;*.rf»=?!*?f«'— ii«'^»' 

25) /^(>/i^— 25'^)».(V»'»+4yi?).da?=ap«.j^ *» V»" 



26) 



/4JFUI2— *') (6— ^a»;*.<i»=(6*'— 

«„^ Z' 2-4* j , 1 ^ 

^<^>y l=4^+4F'''' = '**r=2i 

^1> /'lö¥fe--'"= •^^"*(^«*+''> 



72^ j i«> 
23^^» I 



»a* 



^^> / 4:f2^'^^=^-^''«<*+2'> 



33) / pÄ:;-<i'-T-a?-^.%(2+3a;) 



2+3» 



34) /^jiäli.<**=re-%(4+5^) 



4+5a!« 
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«.V /* 3* j — 1 



4(2+'8a!»)' 



36) 



/ 3+lOjr 1 



^^> / r^-<^a'=^'''-Ä**+i*-«% (2^+1) 
38) /^jTr5^-s-'^«'=T»*-2a''+¥*'-108x- 519-1- 



s 

(S+lp)*"" *~ ~" ■ " ~ "'" * 

243 



+ 405 log (3 + a;) -+• 



/* «* j X»— 6«''4-12 ,, , 
»»>y (4=l^»-'^'= 8(^ ■i%(^-2) 

>.ft^ /* J^'— 2 . l + 3*-3;r» 



3+* 



J (x»-5 



2*+l)* * "" 3(x-l;» 



*,x /'«»— 4<t»+l - (29 — 30*4-180!») ,, , „, 

*2) y|^-'^'=|2*»+i-'+ü^+^!-(ri)* 

+Ä%a+2*) 

I man muss hier 6 gleich einer neuen Variabein setzen. 1 

(2. + 3^-)« -'^ = -6-4^T-3-^-i^"+'^""+^^»"' 

*^) J^^^U- '"=- 2430.»('2+3x) • i486-486x 
+S40»»— 2835 «»+2070 a;*+8044a;»+26a;« j+^ij^oj/ ^^^^ 



r jltlr ^''^^-^^'''^''-^^ + i%(^+l) 
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47) / ^^^::^.dx=log(x+l)+log{jF—l)—logx^logl- — ^ 

I 

+ 2%(a;— 1) = % j(a?+l)*.(a?— 2)».(a!-l)«| 

50) / -3 — H — o . ,, , ^-s.dje=-^log(x~a) 

— 17 % (jr— 2 o) + ?ä^ % (*-3i) 



_ 3 (5 + 2g;) . ,,, 



52) 



25 of» 
16 



/' 3 a;' +4 16 

^3^^._8^-12 -'^-^=5(^+2j+^^^j(^+^) 



+ e iotf (*-3) 



53) 



/ *♦— 3x 



j:»4-1 



+ 3 x' — j: 



. rfx = — 



54) 



/^ 



5»»— 2 



♦ _8a;» + 18^*— 27 



.dx=z — 



(jf— 1)» jp— 1 

+ 2 % (» — 1) — foj* 
133 407 



ai3 

64 



..8(*— 3)* 16(jP-3) 
%(«— 3) + ^toj(*+l) 



55) 



5— 3a; + 6a;' + 5^^— a;* 
2xH2a;2+a;— 1 



/ '5— 3a;H- 



2 



2(05—1)» x—i 



+ Zotf (j:- 1) + -_j_^ - 2foj(*+l) 



(2a;'+7a; — 8) . g-l 

2 (j:»— «-2— ^ + 1) "^ "* • (iB+1)« 



56) 



r 1 ax 

I x^ — x^ — op^+o:®' 



= --L_l+__L_ 

2x* a~2(l— jr) 



+ 2%^— ^%(l—a7) — -|- %(!+*) 
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12 

42 / « \ 



^ 37/^ 



+ arc {_ta,n^ = x) 



60) 



-j^-^.da; = -!-%(*— 1) + A^o^ (1 +j.+fl,») 

1 / 2jp+1)\ 

«l)y ;r»+a;'-x*-*»-''-^== 4arM+x) +^M^^+1/ 
cox /* 5<r» + 8j?— 20 , 83 41 




(4!; — 3)»(j;»— 4a5+8) 4(*-— 4)* 4(a5— 4) 

— tI%(^— 4) + li%(af*— 4x + 8)— :^arc(cofir-lfl'— 1) 

«-' / * : V ."Sa; + 2 j 1, /a;* + 2*+3\ 

®*^ y a)* + 5;p»+13ar' + 17x+12 • '«* = ^ '"^ \ ^M^3^4 j 

,3 'y^ x + l\ 13 /, 2a;+3\ 

+ 72«'-«(*«'-?=-7'2')-27^""r''"^=-7rj 

^2 /, 2x— 1 \ 
,2 /, 2a! + l\_. 2 /^ 2*— 1\ 
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** 1 

+ i-% (a; —1) — ^"^f^ are {tg = x^ — l) 

/ — are (f$=jp^2 + 1) 



/■jnr 



67) 






68) 

'" 1 X 



y (««+ 



69) / Trö-v-sr- • d« = 



^a^p • »* — (2 p _2) a« * (a» + j:*)J'-i 



(2l»^ 3) /* l 

(2j»— 2)a« • /(a* +»*)>- 



70) 



y (a» + Ä-*)i' (f— 1) . (2 a*) * (a* + a;'')'-! 

, (2p - 3) -__ 

■^(P — IXJ»— 2).(2a'»)*"(a> + «*)H ] 

, (2 p-3)(2 f — 5) a> 

■*■(? — l)(p— 2)(p— 3;.C2aV * (a*+a)*)'-» 

(2y-3)(2y — 5)(2p— 7) * . 

(p—l)(p — 2) (j>— 3) (1» — 4) . (2a»;* • («* +«")»-» 

(2j>— 3)(2|>— 5)....5.3 a; 
"^■(p— 1)(1>— 2).... (2.1.(2 «•)»^»'(«»+4t») 

, (2 p-3)(2p-5)....5.3.1 l„Jt„^l 

Ö»— 1)(P— 2)....2.1.o.(2o»)J^'' a""V *"« 

^ J? ^j.~ ^ (2j>-l)(2p-3)(2y-5)....(2y-2Jir+ 1) 1 

2l>— 1' -^ (2p— 2)^2p-4) (2y-6)...(2i>-3*) ' o»»,(o*-f-ar'r* 

(2p — 3 )(2p — 5)(2 p-7)....5.3.1 1 / £ 

■^ (2p - 2) (2p —4) (2p-6)...6.4.2 ' a^^ ' "^ ^ '""* == ö 



71) 



y (ö^z^-'** 



^ _£_ *''4 ^ (2l>-l)(2p-3)(2p-5)...(2p-2fc+ 1) 1 

2p— 1' ,-^^ (2p— 2) (2p-4) (2p— 6) .... (2p— 2A)*o^a*-«»)^ 



72X 




805 

(2p— 3)(2i>->-5)(2p--7)....5.8.1 
(2p— 2)(2p-4)(2j»— 6)....6.4.2'2 



I^-^"»(^) 



6a 



-ä log 






73) 




j.(Jjr=t— — % -j 



(o + «)' 



a* + aj 



6a 



— «* + « 



.a 



+ 



76) 



f 

f 

f 

ß 

ß 
ß 



7^3 «^n 



I fanflf = rr-^ — 



arc\ tang 



"■ 2 a— jp / 



+ 2 






+ 2 arc 



('«»*= Si3)! 
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83) In dieser und den folgenden 3 Nummern soll folgende abkür- 
zende Bezeichnung gelten: 



•^logl a^ — 2ascos-r +x^ )=Po > ^^^1 tang=: 



-5- ^0^1 ä 



*+ 2axco8 



r + "')=^'' 



orcl tang = 



n 

. 2ffi 
5 

27t 

a+xcos-^i 



i=ft ' 



i=a 



Dann wird 



/ 



^^ 2 ( , _ , , X ^ 7t '^'' 27t. 

HMrp= 5^ • r '"^ («'+«)-^o cos j +Pi CO» -g- 



84) 









27r 



n 



~^log(x + a) — PQCOS -g-+P|CO«-j 



27r 






2^1 



/ 






88) In dieser und der folgenden Formel soll folgende BezeicbooDg 
gelten: 

{2k+l)7t 



-^loglx*^ — 2x 



cos 



n 



+ 1 = 



)=" 
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X stn 

arc\tang=- ^JL__^ , = 0, 

1 — XCOS ' — = — - 

n 
Dann wird, wenn n gerade ist: 



fr 



ds 2 ^ p ,,. (2fc + l)?r 
, = ^ rk' cos 



* = 
89) und wenn n ungerade ist: 

: dx 1, ,1 . s 2 -^ p ,„. (2fe + l)7r 

k = Q 

_^« — 3 

.2 ^ n . (2*+l)7r 




n 



/r = 

■ 

90) Wenn diese Bezeichnung gilt: 

. 2k7t 
X sin 

arc I tang^ ~— |=0i 

1 — X cos ^ 

n 

dann wird für ein gerades n: 



f 



fc— — — 1 

2 



<te 1 , /l+a;\ 2 ** „ 2Ä:?r 



^2 i, ^ . Ihn 
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91) Um das Integral ffir ein nngerades n zu erhalten, darf man nnr 
in Nr. 89 das je mit — x vertauschen. 

/27a/^ 8 

"^''^ (15-9«»)»'* 162(5— 3»»;» 

/^ 128j:» , 3»'— 11«»— 11*« + 3* , ,, /l-»\ 

®^) y5S^Ä^-'^*=|-5l+l"'-^^i-(3^l|ppr 



/lbx'{x*—5y^'" 






99) / ;.,,.:> ■^^» •'^'"°?7fci-¥ + lg5''-llh^ 



■'" 9375 **r (x'-5)« 46875 '** ( F::^ 



5 

• + 4£*_ , «19 ,.103 ,1» 1 

(iHlp • "*" "~ i 32 ® ^W^ + SilÖ^+lp 



100) / i^7rTT=Tr.-'i*=-{^a'' + ^a; + ^ 



19 / > 



32 



'/- 



101) / ö-^^.rfx«— x»—- i-%(3— 2a?«) 



2 je'' 



209 



^''*' / (5— 7«») »"'"5(5-7 «3)» 

,„., /* 15 _6. /5 + 3x«\ 5 + 6«» 

'"*'y**(5 + 3»»;» "* - 25 '"* l ~^*~ / 5a;»(5+3x») 



105) 



^'"'y2 + 5i5'''^= 3Ö- 5 -25VlÖ'''"'r'"'^="^/ 



2(1 +j:«) 



108; 



7^+3^-'^'"= 7 ^''^7+3^*) 

13) / g^g^a.g^« . d j:= 3orc (f on^f = a?) — V6 . arc (f «nflf = * V-i") 
ij. /* 1 j i /, 5jr+2\ 

'*>y3+4^+5F^-'^* = VIT -«^n'^- -nr J 

27 



SlO 



ll5) ^_7J+2x' -'^-^='^'^(fez|) 



116) 



y 5 + 25+^-'^'=*-''^^^ + ^' + ^> 



— ■^arc^tang =^\ 



i">y ö+Ä^« •'^''= sä+ir^"^^^"^^^ +*+*'^ 



-"373"" 



ii8,y 



9s^ 



(10 — 2* + 35')» 



- 25 /. j:— 1 

. dx= T^ arc { tang s= ■ 



l, 2«+r 

[tang^-^ 
) 



n 12 



2«*; 



18 \ " ' ~ 3 

29.r»+21ig*-h90x+4(HI 
6(10—207+*»)* 

j /„ / •*"* \ «. /2af+S 



)-7/op(^ 



+^y • '^^ 



+7aj+2a;V '"'*\2!r+4j 

^3+9.r+lla?' + 16*» 

6a;*(l+d: + aj») 

•» • 13 



.1,1 <' \ . 13 / 2*4 



+1 



121) 






■a;*) 



6(1— **+**) 

+ 3^3 ^''•"»^tÄ? 






% 



3*"— 2* + 7 
*» + 3**— 4 



(■r + 3)' 
* + 2 

23 



8 



3(*+2) + T^''^^'-*> 



10 

+ y log (*+2) 
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2- P jr» — Ba-' + Sj» — 9 __28ft£+939^ 

J ** + ***' + 73 o-» -f- 169* + 144 " * ~ (*^- 3) (*44) 

+ 264 % (* f 3) — 263 % (* + 4) 

1S8\ / * *» — 114*' — 68jr + 68 
' / 24*»- 10*« + 35 **— 14 **— 26 * + 12 • "^ 



MmH&^''-^'-f^ 



.«,/. 



■+*+! 



,,, , 3*«— 5*» ^ 74— 20a5 



i/S 



40.r'+16*— 80 29(*2+4) 

32) Wenn /?>o* ist, wird, 

+ -1-6. /<)<;(*» + 2«*+/?) 
^33) Unter derselben Voraussetzung, dass /?> a' ist, wird für jedes 
'> welches grösser als 1 ist: 



/ 
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(a + bje).dx b 



(*»+2c*+iS)p— 2p— 2*(*«H-2os + /9)i^» 

1 1 



+ 



(2p— 2)(/? — a») • («* + 2a«+/?)P-i 

,. &P-S) 1 , 

F {2p—2)(2p—4)(ß—ay(pT2äxTßP\ 



+(a-baXx+a).{, (2i>— 3)(2p— 5) 



(2p-2) (2p-4) (2p-6) (ß-a*) »*(»*+ 2 o »+ /?)'"' 



, (2p-d)(2^— 5)....3 



(2p— 2) (2j>— 4)....2.0J— «y-i • »» + 2aii+ßl 
. (2p-3)(2p-5)....3.1 (g- 6a ) / x + a 

•^ (2p-2)(2;,-4)(2p-6) 2 ' (ß- a»)^'VF=^» * l ^*~ TP? 

134)yJc^l-).= 7»^ + 373 ««( ^«'•i^-^-^ ) 
|oe% / x.dx j <g+2 



1 / . 2*+l 

^!»fl^ / * (a;+2) .da! x ,2 /, 2* + l\ 

i36)y (^»+:,+i)^ = ^iT^+I+73""(^'^g°-73-) ■ 

1371 /^ (a! + l)-<ia' i a;+2 ^ 4g— 1 

138) Wenn /S kleiner ist als a^, so wird 



(a + 6fl?)(la? a — ba , a? + a — y«* — /? 



139) Bei derselben Bedingung ß <C a^ erhält man fär jedes p, wel- 
ches grösser als l ist, folgende Reductionsformel: 
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/ 



(a-4-6a!).dac 6 1 

1 1 

(2p— 2)(a*— /?) ' (a!»4.2aä!-f /S)P-» 



(2 p-3) 1 

(2 p— 2;f(2p— 4) («»—/»)* • (a;* + 2«» + ßf-"^ 

(a— »a)(a?+«). ^ (2p — 3) (2f — 5 ) 1 , 

P" (2p-2) (2p-4) (2p-6) (aV /?)»'(»*+ 2 a ü -H /S)P-»/ 



(-l)p-H2p-3)(2p-5) 3 , 

I"*" (2p— 2, C2p— 4) .... 2 . (a*— /?/-» • o; « + 2 a a; 4- /9 

(— l)>(2p— 3)(2p— 5) 3 g— 6g / x+a—^a^-ß \ 

+(2p— 2) C2p-4) (2p-6) 2 ' 2(c»-/?)^'V^^*^ "^\ a+a+V^ / 

/da; 1 , /a!- H2— V2 \ 

„2+4x+2 = 2V2' '''Ma;4-24-v2i 

1 ±v\ f * {ßi—Y)ix _ 

111^ /^ (a>+l)dJ: _ X (^ + 1) 1 (x+1) 

V/ («*+5»+4)*~ • (•*''+5'4-4)* • a;«+5a;+4 

I 1 f «+1 

ii«4-» /!_£l^£^ , (5g+8 __g2^ J^4"§- 

** -* / *»+5a!+4)« *'^(a;» + 5*+4)» «"(^» + 5^:4.4)» 

■ 60 ^ + 1 60.;„„/£±l\ 

^«»x»+5jr-|-4 "<"^ "^1*4-4/ 



■i-+2 ,^,,,«+1 



i-}-4 «'^"'»0,4.4 
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- » — (a;» + 14r»+78^+22U»4-335a!«4-254jf+76).«fcr _ 



'/ 



(5x+8) ^ (25^+3) 1 (53 6jr+gai) 



-«"»(Sü) 



Die eigentlich hierher gehörigen Integrationen, w.ofOr noch mabn 
Beispiele zweckmässig sind, ordnen sich besser unter die ailgemeinea 
Reductionsformeln der Integration der irrationalen, sogenannten bioo- 
mischen DifTerenliale unter ; weshalb sie bis dahin yerschoben werden 
sollen. 

B. Intei^ation algebraischer Irrationaler Fiui]itie»eii« 

§. 15. 

Irrationale Funktionen sind im Allgemeinen solche, in welduu 
die yariabJe Grösse unter einem Wurzelzeichen oder zu einer gebro- 
chenen Potenz erhoben vorkommt. Dergleichen sind allerdings andi 
schon in den früher angeführten Beispiele vorgekommen , jedoch nur 
dann, wenn die einfache Einführung einer neuen Variabein als pas- 
sende höhere Potenz der urspininglichen die Funktion zu einer ntiO' 
nalen machte. Reicht dieses jedoch nicht mehr hin, sondern mm 
man eine mehrnamige oder auch eine gebrochene Funktion der 1l^ 
sprünglich Variabein als neue Veränderliche in die Rechnung einf&k- 
ren, um wo möglich die Funktion zu einer rationalen zu madieD, 
oder sie auf die mögticiist einfache Form zurückzuführen, sa nenst 
man dieses speciell die auf ihre Integration bezügliche UntersuduBg 
der irrationalen Funktionen. 

Man isi bei dem gegenwärtigen Standpunkt der WiästnschaR» 
wo noch nicht einmal die elliptischen Funktionen, wie sie es eigentr 
lieh verdienen, in gleicher Weise als die trigonometrischen Funktio- 
nen durch allgemein bekannte Tafeln der Rechnung zugänglich sind, 
auf eine äusserst geringe Anzahl von tractabeln irrationalen Funktio- 
nen beschränkt. 
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Kommt zunächst in einem zur Integration vorgegebenen Differen- 
tial unter einem einzigen Wurzelzeichen nur eine lineare Funktion der 
Variabein yor , so darf man nur diese Funktion einer neuen 
Variabein, zur Potenz des Wurzelzeichens erhoben^ gleich setzen, 
xaa die Funktion zu einer rationalen zu machen. Kommt die- 
selbe Hneäre Funktion der ursprunglich Variabein zu verschiedenen ge- 
brochenen Potenzen erhoben vor, so setzt man sie einer neuen Va- 
riabein gleich, die zu einer solchen Potenz erhoben ist, dass ihr Ex- 
ponent der kleinste gemeinsame Dividuus der Nenner aller gebrochenen 
Exponenten der frühern Funktion wird. 

Das zunächst' Complicirtere ist es, wenn in der zu integrirenden 
Funktion als alleinige Irrationalität eine Quadratwurzel aus einem Aus- 
druck der zweiten Dimension enthalten ist, so dass sich also die Auf- 
gabe in der Form / f(jc, yJA + fi-r + Cx^) . dx oder /f{x,R) . dx 

darstellt, wenn man für den Augenblick V ^ + Aar + Ca?*'* durch Ä be- 
zeichnet. Dieses lässt sich aber bekanntlich stets auf diese beiden In- 
tegrale zurückführen : 



/£L . ds und / — r— s . rf-r 
R J ^.Ä 



und diese reduciren sich wieder, bezuglich auf den Exponenten n, 
vermittelst dieser beiden Relationen: 

— .da? = — ^ — 77—/ -n--^-*'"- -n I —d"*^^ 

Ä nC nC r R nC I R 




.dx 



a?».fi 

R 



"~ (n— 1)4.0?'^^ 

sämmtlich auf das einzige Integral 







/dx , r ix 
-=- oder / , . 

Ä J ^}A+Bx+Car' 



Bei diesem Integral sind zwei wesentliche Fälle zu unlerscbeiden, 
je nachdem der Cocflicient des Quadrats der Variabela unterm Wur- 
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zelzeichen positiv oder negativ ist Wenn nun C eine an und für sid 
positive Zahl ist, so wird nach bekannter Substitution: 

1 / Ä— 2C^ \ 

V ^ \ yJB^ + ^ACj 

Von den übrigen irrationalen Differentialen sind hauptsächlich die 
binomischen untersucht, welche sich durch einfache Substitutionen im- 
mer auf die Form bringen lassen: 




f' 



jr'^^(a + bx*),*i .djc 



worin m und n sogar als ganze Zahlen angenommen werden därfo. 
Man kann das Differential unterm Integralzeichen unter zwei Bedingun- 
gen rational machen, wenn entweder — oder auch wenn — + -^ 

eine ganze Zahl ist. Wenn keines von beiden stattfindet, so muss man aick 
begnügen, durch hernach anzugebende Reductionsformeln das btegral 
auf die möglichst einfache Gestalt zurückzuführen. 

Geht man in den Irrationalitäten weiter zu Trinomen, die za FiH 
tenzen mit gebrochenen Exponenten erhoben sind, so stdsst man gieü 
auf bedeutende Schwierigkeiten, so dass man bei der Untersudraog 
sogleich den geregelten Weg verliert. Auch selbst wenn man zom g0- 
brochenen Potenzexponenten die einfachste Zahl , nämlich -~ wählt, so 
kommt man, wenn aus einem Ausdruck der zweiten Dimension die 
Quadratwurzel gezogen wird , wie vorhin bemerkt wurde, auf logarilk- 
mische und trigonometrische Funktionen ; und wenn man , in diesen 
Sinne weiter ordnend , einen Ausdruck der vierten Dimension unter 
dem Wurzelzeichen annimmt , auf die elliptischen Funktionen. Dieses 
ist aber dann auch die ausserste Grenze, bis zu welcher man bisjeM 
die Untersuchung mit Erfolg angestellt hat. 



» 

. \ - 

• . §• 16. 

., . Beispiele. 



i r *to*.das _ ^ .-g 

t^ ' .1. ■ .-. .. 

1 . ' . 






2) / . /^— ^ = arii^ % 



§_2«„W5-2a;->/5 



2» 50V 5 1^5^^ + VT 



/ * d^ _ 1 il5 I 5 1 > 

8 \Vl+J^+l/ 
\(r *' .12. (to 

I 1 13 143 429 23023 7007. a^ 3003. .rn 
I 4jf« 24r* 96^» 64a! "*" 310 64 64 1 



(1— ar)V. 



r f . > 



^^■-^ (fet) 



P x.ix _ _ 2(5a;+2) ' 
J (5 « + 3)'/» 25(5 jr+3)*/» 

6) /^7*»V5 + 2*. d*=(f — 23; + **) . (5+2:«')*' 



9 ___ 

"^ 28V7 *"^* ^'*"** ~ V4-^— 1) 






28 



tts 



>— 1 



10) 



«■■^l 



/ dx 1 1 11 11 5 

*' ^(x-l)»~ \*!^ 3«*« "*■ 27»» "** 81 

/Ä^37+7.d«=(-f*— 1-)(3*+7) ^ä^JrHJ^ 

11) f'^l^m^' dx ==^^\ß+W+2lo9 V 

12) /i^,(l + a;')(2/'a;-*)»=-f.*VaJ— l-a:* 

13) /(>P— 3y^)'.(4Vi5-i5fP).djr«^.4rr— i3jpj;¥ 



/' 



+f|.y^'+f.^-f.»+^./'fl;— 5-.-il-^.bj» 



'/[/r 



Dieses Integral wird das einer rationalen Funktion, wenn man 
-y^-r;— ^ = Ä ^•*-^ • 'Oder auch gleich BiH«r solchen Potenz von« setzt, deno 
Exponent der kleinste gemeinsame Diyiduus aller Nenner der gebroche- 
nen Exponenten von ist. 



/i 



'-—, • t . Wenn man hierin 1 + a? =s »• seW 

wird der Ausdruck rational. Die weitläufige Ausrechnung hat ti^ 
keinen Zweck. 



17) / , »I T ar^ > ^ "f^^.^^j;^= ^==..i:f.. Um das hier 

vor^egGude^ Differ^tüal i^atioDal, zh machea, setze man: =;8^^ 

Die weitere Auswerthung hat hier eben so wenig, als vorhin, einen 

* JC^ yll a?* , ^ I _L jp2 

—, ■ : . dx. Wenn man hierin 



y^i 



1 x^ ' 

^-^7 — 2 = »* setzt, wird die Grösse unterm Integralzeichen rational. 

I • •• • t . 



/ 



I 



. dx. Man setzt 



1 + ^^ 4 



2(1) / (ax + b)^.(ä^x+h'y .ds. Dieses Integral wird rational, 

wtnn m oder n oder m + n eine j^nze, Zahl ist. Unter allen Um- 
stinden aber kann man folgende Reductionsformeln anwenden: 




{m.+n+l)a 



(a 2r + 6)"^^ (a'x+b'f.dx 







/< 



a? + ÄO*-^^ 
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/■ 



'* + 60 ""*'•<'* 



23) 



/' 



(m--H).a />-i,-i.(a+j,»v,j^ 
(»» +|>») . / . ' 



I * 






u.. , i 



(w+pn) .0 

|m+|m|.|m+(n — l)jp|.6* 
, (m — n)(m — 2n).a*.jr**""** 



I 



|m+pn|.|m + (n---l)p|^...*m+(n---A+l)pU* 

(m+|>n)...(«J+[n-Ä+l]p);6* / . . ' 

Hier bedeutet h die grösste ganze Zahl, die in enthalten ist. 

24) A--i.(a+6^)i'.dx:^-fi:Mi+ifri!:i! 

ma J 
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25) /«'-«-"^-(a + 6a?»)P.djr=(a+6a;»)H-J 



ma 



m(m — n).a' 

(m~-[p + i]»)(m-b>-F2]n).6» ^_„+2, 
m(tn — tt) (ot-p- 2 tt) . a* 

. / ,.. (m-b>+l]n)....(m-[p+ft-l]tt).6>-t +(^.,5, 

^^ ^ m(»i— n)(OT— 2n)...(»i— [A— l]n).o,»'* 

^ ^ in(m-n)(w-2»).-(m-[A-l]n)..a* / v -r -^ /- .«-/ 

Hier bedeutet A die kleinste ganze Zahl, welche grösser als 



w+1 . , 

-^ — ist. 
n 



2t) /• x»»-h (a +'6 a?*)P^. d%r := - — -^^-V — 

^ I w + jpn 



■ • 






•f af^:' " ' / «;»-'.(« + 6 a^)*-!.«?* 



/«m^l 



27). / jr«^^(a + 6a;»);'.da?= 



a? 



«n 



+ 



+ 



(tf + 6jf*)y 

m+jpn 

(w +im) . (m+[p--l]n) 

p (p — l)n'.a'.(g + 6ag»)i>-'^. 



(m+pn).(m+[p — l]n). (m + [p — 2]n) 



jp.(jp— l)....(p — [A— l]).n^.a^>(a+6j:^)P-^ 
(m+jpn).(m+[p — l]n)....(m+ [p — A]n) 



. p(p— 

im+P 



•pn) (m + [p— A]n) / ^ ' -^ 



Hier bedeutet A die grösste ganze Zahl, welche in p mtii^ten i$t. 



28) 



J anCp-1) .. 






.(«+6«»)-*+'^« 



/ •«•'*-^.(o 



29) / •«••»-^.(o + 6a^)-*'.d* = 



• • 



a;^. 



an{$ — 1) 

■ • • 

o».»*.(p--l)(|>— 20 

(m — nf> + n)(m — np + 2»).(a+6j:*)~P+' 
o»»».(p— l)(p— 2)0»— 3) 



• .•• • •.'.♦ • « • • 



, , . -■t_i( «»— »f +n) ... .. (<»— »f + [A— 1]») . (g-Hfl!" )->+* 
■^*' '' . . o».n».(p— l)(p-2)....(p— A) 



^'^ ^^a».n».(p— l)(p— 2)....(p— A)^ 



»(«.+ »«•) -*+*.(!* 



Hier hedeutet A wieder die grösste ganze %iäij^- welche iii p <3>t- 
halten ist. 



. _ t 



30) Wenn s eine positive ganze, aber ungerade 2Mit ist, wicd: 



/ 



x'^.^i^—x^f.i30 



V(l— y^/+» 
2r+8 + l • 



.2r~.i 



+ 



2r— 1 



2r + 5 — 1 



; «X 



2f-i 



(2r— l)(2r — 3) 

■^(2r + 5 — l)(2r+*5— 3)'^ 



lr-5 



(2r— l)(2r— 3)(2r— 5)..,,3 
■*'(2r+5— l)(2r-f5— 3)....(5+3)*^ 



(2r— l)(2r— 8)(2r— 5) I ,- ^ 

"^(2r+5 + l)(2r+5-l) (5 + 3)(»+l) '^^^^"-^ ^ 



(1 — jr*) --i 



« «—3 

+ _i^.(l_a,«)-ä- 



»(»^2) (,-4) 
+ (»-l)(5+3M5-5)-^^ *^ 



+ 



«(«— 2)(g— 4)...3 
(,_1)(,_3) 2 



(2r— l)(2r— 3)(2r— 5)....3.1(1.3.5)...(»— 2).« 
"•" (2r + « + 1) (2r + 5 — 1) . ..(» + 3)(5+l)(»— 1)....2' "*■* ^*""^' 

(1) Wenn wieder « eine posiÜTe ganze, aber ungerade Zahl ist, 
lann wird: 



iZe-ir+i , ^ß—a-iy , dx = 



28# 



2r + « + 2 



Ar 



+ -BL- X 



2r.(2r— 2) 



.JT 



lr-4 



2r(2r— 2)(2r— 4),,..4 , 
■*" (2r+5)(2r+5 — 2j....(5+4)"^- 



+ 77 



2r(2r^2)(2r— 4)....4.2 



(2r+5)(2r+« — 2)..,..(5+4)(s+2) 

«—3 



.»»•Vi— 



• [(1 — Är^;^ + (l-a;»)V + (l_a?»)V,..+ (l_j.«; + i j 



2r(2r— 2)(2r~4) 4.2 



• Vi—«' 



(2r + «+2)(2r + s)C2r+s — 2)...(s+4){s + 2) 

32) Wenn wieder 5 eine positive ganze, aber ungerade Zalil ist, 
dann wird 



/ 



ar*'. dx 



V(l— *V ~ (2r — «+1) .V(l —«*)—»" 



.1-1 



j^ 2r— 1 ,^^ 



2r— « — 1 

I (2r-l )(2r-3) 

^ (2r— » — 1) (2r— s— 3) 



(2r— l)(2r— 3)(2r— 5)....3 
• '^ (2r— «— 1) (2r— i— 3)....(— «+3> •' 



+ 



(ar — l)(2r— 3)....3.1. 



a; 



(2r— s + 1) (2r — « + 3) . . . . (—«+3) " ^(1— »V " 



2S5 



1 
« — 2 



, (1 -X*) 



+ 



s—Z 

(«—2) (4-4) 



•(!-*') 



7\« 



+ 



<,_2)(,_4)(,-6)*^* * 



»)• 



Z (»— 2j(s — 4)....l ''•* *>'_ 
^ VU+«*)' (2r— » + 2) >/(l— «')•-» 






X 



8r 



+ 



+ 



2r 



2r— «' 



jr 



2r--i 



2r(2r— 2) 



(2r— «)C2r — 5-^2) 



• JT 



2r^4 



+ 



.0? 



S 



2r(2r— 2)f2r— 4)/...4 
(2r— s)t2r-« — 2).,..(« + 4) 

2r(2r— 2)(2r— 4)...4.2 *» 

(2r— « + 2K2r-5K2r— »-2)....(*+4).(s— 2)'^'(I3^ 



fa - *') + (1 —**)' + ••• + d — *»/'^] 



2rf2r— 2)(2r— 4)...4.2 



(2r— « + 2Jv2r— s>(2r— «— 2;....^« + 4).(»— 2) 
34) Wenn r und « posiÜTe ganze Zahlen sind, so ist 

r ix 1 



. >/l— »>) 



x»<-^(l— *»)« (2r—l)*»«^»V(l— »')•"'* 



29 



m 



2r + s— 3 j 
+ 2r-3 •" 



+ r(2r-3>^2r-5) ' '«^ 



(2r+a-3)(2r+g— 5) ..(»+!) ^,.. ,. 

+ l27=;äJ(2r=5PrO^-* ^ i 



(2r+«— 8)(2r+»— 5)....(»4-l) 4f _ ; 

"^ (2r--l)(2r-3)(^r-&^r.. ...3.r ^(1-«*)*' 



»—2 



.(l-a;>) 



+ 



+ 



s— 3 



(s— 2)(s — 4) 
(»-3)(»-&) 



_/r»^» 



.(!-«») 



(s— 2)(s— 4)Cs — 6) 



. (1 -«») 



1.8 



+ (,_2)(,_4)....r^^ *^ 






35) 




-rf« 



a.»^f J ^(1 —x'y 2 r *"• V(l — ^*)'~'^" 



5 ; 



.;, 



J' > f . .'■■,!'. i"'- ' I. ". '• • »Mi 



f f .' 






T. 



' * 



1 








2r + . 
2r- 


-2 , 
-2-^ 






<2r + . 


— 2)(2r + 


,- 


"'l' 


(2r 


-2K2r- 


4J 





(2r+i-2)l2r+.-4)..-(<+ 2l ,,,_„ 
■*■ (2r— 2)(2'- — 4)..-2 _ 



2r + » — 2)(2r + !— 4)....(i + 2).J 



2rt2r — 2j02r— 4).. 



•1^ 






-2 s — 4 s — 6 

, (2r+» — 2)(2r + s — 4|....(» + 2).| 



^'] 



36) 



(2r — 2)t2r — 4) 2 






(2r— l)(2r— äUar— S)....5.3 f 1 
■•■'' t2i— 2) (2r— 4)(2r-6),.,4.2* ( 

(2r — l)(2r— 3)...3.1 . 

"^2>(2i- — 2)»r— 4>...4.2°"'-'"'"°''' 
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38) 



/ (fcr Vi — g» 



. 1 + 



2r— 2 
2r— 3 



.X' 






(2r-2) (2r-.4) ^, 
'^(2r— 3)(2r— 5> "•" 

(2r— 2)(2r— 4Ü....2 ' , » 
■**(2r— 3)(2r— 5;....l'® j 



39) 



/ dx >/l— JT» i, . 2r--l . 
,1.^-1 /l_a.i ~ 2r.a?»'' •r"'*2r---2'*' 



(2 r-l)(2r- 3) 

(2r— 2)(2r-4)' ■ "*■•": 



(2r— l)(2r— 3) . ...3 
••*"*■ (2r— 2)(2r— 4)...2 ''^ 



(2r-l)(2r-3)...l UfZI^-^l 
■^2r(2r-2)(2r-4)...2 "*\ ^ j 



40) 



/■• 



+ 2&jr+caj')5fi .dar = 



(b + cs)(a+2hx+cx}i 



(n + l)c 



41) 



/ 






• i/ 



+ 26^ + car')^""^rfjP 



(fl + 26jr + cjr*)"^.djr==T^t-pV(ö + 2 6Ä 



n 



6* — (K? 



n — 1 ' c (a + 2 6a? + ca?*) 

, n(n— 2) {b'^—at)^ - 

■^ (w— l)(n— 3) ' c='(a+2 6j? + cjp^ 






+: (^)* . «(»•-: i^)-- • • • (»-2 * + 2) 



L 



(6* — (k)* _ 
(tt— DXn— 3) . . . (tt— 2 A +1) ' c*(o+26»+e«*)i 



i^it>pM.^.«dh- 



>xK4.t n(n— 2)(n— 4) (n— 2A ) 1_^ n dx 

^^ (n+l)(n-l)(ii-3)(n-5)....(n-2A+l) 'c** ^^^a + 2bx + cx^ 

Hier ist n natürlicb als ungerade ganze Zahl angenommen und 

)edeutet die grösste in -^ enthaltene ganze Zahl. Das am Ende an- 

leutete Integral hat, je nachdem e positiv oder negativ ist, den ei- 
t oder den andern von den S. 216 genannten Werthen. 

/ ^ dx (b+cx)(a+2bar + cx^y"^'^^ 

(»— 3)c /2 ^^ 

(»— 2)(6*— oc) '/ (a+26jr+c*»)"3"~* 

/2 dx b + cje 

J(a+2bj^+cx^)^ (n-2K6*-ac)V(a + 267+7^* 

(a+2bx + cx^) 

(n— 3). c. (0 + 26x4- «»V 



+ 



(tt^4).(6'— «e) 

(«— 3)(n— 5).c*.(a+2ftJF + ea;')» 
(M — 4)(n— 6).(ft»— oc)' 



.f_ , fc_, (n-3)(»— 5)....(n-2A+l). c*-t (a+26jf+(vr^) 
_ ^ ^ ' (»-4)(»-6)...(n— 2A). (6*— ac*)»-* 

n 
Hier bedeutet A wieder die grösste in -^ enthaltene ganze Zahl. 



^ ^ (n + 2)c 



,-*■ 



/" 



b /^ .± 

c 



+ 26jr+car'')* .dx 



Das letztere Integral ist aus Aufgabe 41) bekannt. 



2S0 



/" 



7\^ 



45) / jp»(ö + 2fta? + c*')*.djp 



(ii + 3)c( H + 2 cS \ i 

(H + ^; e ^ 



A... 



46) / x^a + 2ftjr + cjr*)* .rfjr 



=ö^>+"*+'"')^'*''- 



X» 



(» + 3) c 
, (ii + 4)(m + 6)6* 2a 



(» + 2) (ii + 3)c'' (tt + 2)c 



47) 



46» 3o6 » /* ,-5- 

/jc.djt 1 

(a+2bx + cx^)^ (n—2) c. (a + 2hx + cJp)f'^ 

Iq Bezug auf das letzte Integral ist Aufg. 43) nachziisehii. 

4S) r '^"^^ ; 

*J (a+2ö* + e«^"* 

^ \_ « (i»-4»i 

(»— 3)c.(a+2*«+c*»)-i— ' « (»»— 2)e| 

6f /^ d*^ 

*'V/(a+2** + 



+ e^ /. .... . ,^^T 
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«y (o+26af+car')'ä" («— 4)c.(a+26*+cjr*>"5"~* 



X 



(n—6)bx 
(„_3)c« 



2a 



+ 



(n - 6) 6» 



7(n— 2)c ' («— 2)c» 



I 3a6 46» I /2_ 



(for 



26jr+ca?*)a 






(n— 2m)6 
(n-m-1) c 



c/ (a + 26jp + cjp*) 



»_ 

a 



+ 



(m— l)a /^ a;^-\rfa ? 









dx 



» 1 

9v-«- —1 



(a+26a;+ca;*;"ä- (» — 2) a (a + 2 J jr + c a?')"^ 

^«y ^(a + 2fta;+ca?*)"^"^ ^c/ (a + 26 J? + ca?*)^ 

'2) Wenn man der Kürze wegen a+2(jr + cx^ durch X bezeichnet, 
> Mdrd 

/^ d.^ 1 I X X^ X* 

w.^o. -1. J.4"' T^' («— 2)a "*■ (11-4) a» + (n-6)a«"'"-* 



a 2 



tS2 






i" • •• • 
-2 



1 / ^ d a; 






Wegen der in der vorletzten Zeile stehenden Integrale sehe man 
Aufg. 43 und das letzte Integral wird, wenn a positiv ist: 

53) r . ^"^ = J- . Inj / «+6^H->/7>/a+26jr+(;r M 

und wenn a negativ ist; 

bs — a 



^*^ J X V-fl+26x+ CJP* V a \ '* V a . V— 



a4-26j;-f"^** 



/« \ x^b^ + ac j 
>5) I jP — 

_n& r__A?_ (n— De P i^ 






56) 



+25j:4-cx';a 2£Mr^(a-f-2fer4-ciB*)T~ 



(n+2)&/^ d>r ne /]!_ 



57) 






(a + 2&x+ca?*)T ^"o/ a?(a+26x+caP)« 
djr 1 



da; 

-f.26*+ßr')^ 



(m-f-2m— 4)& P 
(«1 — l)a I ^ \f 



(m-1)« ;/jp„_,. 



ix 



(a + 26a? + ca5*)» 






dx 



Vl+a?4-Jp 



I ==% (1 + 2a?+ 2 VT+^+j? 



da? 






/ 



rfa; „ (l+2a;)(ll + a;+j:») 






X.ds 



Vi+^+^* 



= Vl+JF+x» — -^ top ( 1 +2a?+2 Vl+ic+a;»') 



/ 



ac^.dx l x^ 5x 1 \ rj— ^ 7 — ä 



/ a;*.d .r _ / *» 7a;» x 115 \ z ,,^ . , 






x,dx 



^yj{l+X+X^)^ 



2, 

— '3 • 



2 + » 



Vi+^'+'f* 



jr^.do: 



va +*+•«•')* 



J5. 

3 



*•— 1 



Vl+x-l-J:* 

+ lo ji (1 + 2 j!-+2 Vi + a; + X») 
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68) 



5*daj __j. 6a;»— ISag' 



—• T% (i+2a; +2V1 +«+«• 
— 18a;2— 23<r— 37 






/^ jr.do; „ ( 3(2+») ,,,,.„ I 1 

/2__£^££ ^ 1 (8a;-f-13) ^, (22^+39) 

■^^^ y VTr=R+^V ""(l+x+o?')'/» *"'-(l+a>4.xV/. 

/ jr*.d.r _ _jL_(£+i)__ a (8jr + 23) 
>/(! + *+ -iF*)* ~ ' (l+*+a;»)'/» *'' (1 + * +*»; V. 

+ % (I + 2dr + 2 vr+7+P) 

/ da; _^^ / 2+*— 2Vr+^+P \ 



73) 



74) /'_-^=^ = -i-Vl+* + a.» 

75) /"— ^=i^====(-5^, + #-)>/TT^H:^' 

/ix / 1 5 1 \ I 5 
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) 



/: 



rf. , (^0" + ^^+|) 



«' V(i + •»^+a;^' Vi+*+** 






,) /" '^^ 



») 



I d« 1 \ x x' X* f 

je* ^(1+je+x'T* ~ ** il + x+x' 

) C—AE- _a (8 — 15.r— 12j*— I7 jr») 

^y * >/(r+»+iö* '""^ (1 + « + a?')Vi+*+*' 

+ /.j/ 2+x-2Vl+s+a:n 

. X 1— J' . « 5 — 17g . ,^„ / 2+x— 2Vl+*+Ü \ 

• (l +;r + a;»//.+ 57 (T+x + *»//»"*■ ^'^\ T" / 

) Z' rf^ , (7~^^~^^'°) . (89+S3a?) 



ar» "^ 4x "'' 36 "*" 12^ 



(1+x + x*)*/« 

, 1 523— 417.r . „,.J 2+ j:— 2>/l + j:+ Jf«\ 
(l+x+o;*)'* \ •* / 



J ** Vcl+^+^ (1 + * + »*)*/» 



29+247« . ,.,../ 2 + x-2Vl+r r+Jr«\ 



/^ 



85) / *«((«; + fta?^) ^ . da? = — 



6 (m + n + 1) 






86) f ar^iax + har'^y^ .dx = — 






87) /;«(«,+ 6, »>-^=.(£^+^^.iqii 

/ ' m + n + 1 ( 6 

l^.(m+n) "*■ 6». (m + »)(»» + » — 1) 

_, a^-.(>» + f)(^+|-l)....(». + -|-[.-l])j 
^ * 6^(m + »)(w + n — l)...(w + n — [A — 2]) j 

6*.(OT-}-»4-l)....(wt+n-[A— 2]) / 
Wenn m eine positive ganze ZabI ist, reducirt sich das Integral 



ß' 



% 



«uf / {ax-\-hx^)'^ .ix 
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f 



®) / ^-"»(11^ + 6 Jp')^. da? 



(f+1-^)« (|-+2-m)a 

. (it+2— m)(n+3 — m)6'ar"'»+^ 

/ , fc_, (« + 2— OT)(n + 3— ot) (n+A—B>)fe*~'jr -"+*-' > 

(5 +2-»n)(|+3-m)....(|+A-m )«*-•! 

Wenn m eine positive ganze Zahl ist, so reducirt sich das In- 
tegral wieder wie vorhin auf / (ax '\-hx^)'^ .ix 



f {ax + hx^)'^ . 



n 

{a-^^hx) ,{ax + bx'^)'^ 



89) / {ax + hx\^ .dx= 2(n + l)6 



^« # , . . .j,^-j 



2 /^ fi 



4(n + l)6 ' /^«^• + '*^'> 



90) i {ax + bx') a.(i*= (n— 2)o' 



/ (ax-^-bx' 



4(tt — 3)6 /? 
(tt — 2) a' / 



+ 6*2)-"^ "*■'•<* 35 



91) I iax+bxy^ .dx 



f\ax+hx*y^ . 



n(n — 2).a* 



' 4*.(n — l)(n — 3)0^ ' ^ 
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_ n(n--2)(n-4).a« (^^+t^.).-,.^..... 

4».(n — l)Cn— 3)(«— 5).6» v "r / t 

+^ ^^ • 4» . (n-1) (n-i) . . . (n- 2 A+1) . 6» •^«' + »* > i 

^^ *> •2.4»+'.(n+l)(>»-l)...(n— 2A+l).6»+y *■ ^^^ 
Setzt man diese Reduction fort bis h =s — ^ — , so kommt man zu 

92) I . ^ - = -^1 % (a-f 26*+2/*6 V«*+6J?'. wen» 
der Coefficient von x^ unterm Wurzelzeichen positiv ist, oder zu 

93) / - 7- — = -TTT arc f 5tn = | , wenn der Coef- 

ticient von x^ unteim Wurzelzeichen negativ war. 

94) P{ax + hx^r^ .da:=^ — '^^^^^^[{ax + hx^r^'^^ 

4(»— 3).6 , , ^ 2x^-^2 , 4'.(n— 3)(n— 5).6V , , ,,-4+3 , 

' ^ ^ (» — 4)(n — 6)....(n — 2A;.a'*-^ vi/ j 

4H>»-3)(»-5) (n-2A-l).6* /J^.j^,, 

^^ *^ •(n-2X»-4)(n-6)....(n-2A).o«»' / V«*+*-*^ ^ 

n 1 

Wenn man A = — g— setzt , so reducirt sich der Ausdruck auf die 

endliche Reihe , weil das mit dem Integralzeichen behaftete Glied rer- 
schwindet. 



— r+» 



95) 



96) 






8S9 



97) 



_== = 5 yj2rx—x* 



+ -f- r * are l sin = j 



«8) 



99) 



/ ^2rx — X* ( ) 

-i-^r*.arclsin=~l\ 



f * ix v2rj' — 



JT' 



101) /" '^^ - <^+-'> 



yj2ra' — jt^ 



f 



dx 






V2r^ — ;r* ISHrc» 

da? (5H+3r2ar +2rj;* + 2^3;>/2rj:— a?^ 



x*yJ2rx — x^ 



35 r* a;* 



>/ 



104) / V^^««' — a?*-da: = -5-(jr — r)^2rx — x^ 



+ ^ r'^ arc 



105) /x^ 



rx — X' 



l . x—r\ 
.da;=— f (2 r«— **//» + r / yi2rx~x\^ 



ß 
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107) / jr«>/2ra? — a?*.rfa?== — (-fx* + ^ra?+ir«) (2rÄ'— a?V' 
JOS) /jr'V^^a:— ar^dj? = — (^jr^ + ^rar^+lir^Ä- 



+ l-r») (2rx— jr^//« + ^^r« — Aefa 



, wird 

«) wenn a + cp^>'2 6p ist 

6 — cp 



Vö— 2t|> + cj>' 

^) wenn a + c;?*<26p ist, 

1 / . (6 — cp)(a?+p)-»-ö— 2ftp + (jp» 

^2bp — a—cp^ \ (^+p)ylb^ — «c 

y) wenn a + cp* = 2ftp ist, 

"^"(6 — cp) la?+p) 
110) Die Form des Integrals der vorigen Nummer wird hauptsäcUick 
dann zur Anwendung kommen, wenn neben der Wurzelgrösse im Neo« 
ner ein Polynom als Factor sieht, also 

, Man zerlegt daon 

r — ; ., . ^ ' . in Partialbrüche und erhält dadurch mcfc- 

a+ßx + yx^ + oar + . . . 

rere Integrale der erwähnten Form. Da aber hierbei offenbar auch 
häufig imaginäre Factoren erhalten werden und da alsdann das Integral 
keine übersichlliche Gestalt annimmt, indem das Reelle vom Imaginä- 
ren nicht gesondert erscheint, so soll auch dieses noch besonders an- 
geführt werden. 



mi 






" ' ' T— . WJ ) ■ : ^ ^- 



. h — c^ x\ 



Setzt man V« — ep'^—2bpi 3= « +/?t 
= = y + (Ji 



V« — cp* — 2Äpt 

wo (x, /?, /, d sich mit Leichtigkeit bestimmen lassen; setzt man 
ferner: 

-1-Z ^—-^ tLL + y^^.co8g> 

x^ +P'* ^ ^ 
vo ^ und 9^ Funktionen von or sind und ^ wenn das Integral ein be- 
stimmtes ist, sich stets für die Grenzen berechnen lassen; alsdann 
wird 

/dx —a+ßij i , ... X 



112) 



^ »VI—** \ '^ / 



Vi— o^* 



11*) . , -, . 



'/^ 



/ (a!+p) Vi — a»* 

' 31 
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1 , li+ f j+ Vi — fVi— g't »^1 

— vr=?* * ^ ^^+r — i ' '''"" '^^' 

1 / . 1+ *\ , ^ . . 

oder =- ^ -..arey «»= - • — I, wenn »' > 1 ist 

Vi»*— 1 V ''+P ' 

(x—p) Vi— a:' 



1 , )l— px+ Vi— p*Vi •*•* 



Vl-F 



, Jl- px+ VI— pwi •«"» »^, 



oder ,- 

Vp 



— ■ - «rrl sin=: £— I wenn »*>1. 

V»»— 1 \ *— i» / 



n dx 1 /^ dj 

"^^y (x»-p»> Vi=^* ~ 2py (X _p) Vl^^^» 

_ J_ /* d* 

2?^ (*+p)Vl — *' 

1 , ipyir^'—XyJI^) ,_, 

=p-vi^ '"^ • l-'^-v^^l ' '*"" ' < *' 

oder = — T=^== • ^rcl stn = -^— ^^ J I wenn p» > 1. 

Vp*— 1 \ s^—p- f 

/dx / r^ 

(TTITVT^^ ^ " V T+^ 

/dx , 1+x 



dx 

dx 



= -1- /Z— l*_-i- /2 

V(x-l)Vl-x* ^^(X 



x+l;Vi-J^ Vf^ 



(,+poVi=^ 



Vl+P» ' (Jr*+P») V»+P* » 
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122) r — '^^ 

^ (aj— pOVl— a:» 

123) r i^ 1 /* «^ 

1_ / ^ rfj: 



I 



1 

pyjl+p' 



log 



.arc 



f* X . dx 1 

^^^J(ar^ + p^)>lT=^' ^ 27r+?" ^"^ 



( a;VH-j>' + ptVl— a;^ \ 
Lng^?4EZ\ 

\ »Vi + pV 



= = %(Vl+*»+a:) 



126) 



127) 



128) 



/ dx 
P ix ^ i 

P__dx 1 _ U-— y— Vi+x'+yi 



Vi+«^ 



ioj 



Vl+a?^+l 



x+p^yjl + x^ — V^ +p* 



+P 



^^f(-:z^ 



X' 



1 j (a;-Vl+x')'-(p-Vl+yy 

2pVl + P** '(aj-Vl+J*)*— (P+Vi+pV 
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Ax 



131) / , - 



„na = ^M\ ^'-^^^'r^r\ 

2p^|p*—l ' («--Vl+a»')' + (p +>/?*— 1)'' 



132) - ''•' 



) / , , 

133) /^ £l^»_ = _ 1 

^ (a;* + l)Vl+** V1 + 

134) /-^ = log(:il^-V^x) 

135) / — ====sorc I eosäs— I 



136) ' '^'^ 



+ 1») V»*— 1 



= . . arc I co( = — r-— I wenn » * ■< 1 

Vi — p» V <»+? / 

und = .innl -^^ — ~^~ J — } wenn p' > 1 

Seilt man hierin — p PQr » , so erhält man auch / , 

^ ^ J (x-p)V«»-l 

137) r ^iL_= 

, y (a;*-p»)V»'-l 

1 / -r^d— p')— p»(a^»— 1)\ ,_, 

, - . arc I cos= — 77 , . , — ; — - I, wenn p* •C 1 

oder = log \ -i£ — p-=^ 1 . wenn p» > 1 

PvP — 1 ^ V^ — t 
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139, / ^ d» _ J^~^ 

J (aj+DV»* — l V »+1 

140) /* ^4===_-/^ 

141) r — £1===-—^^ 

143) / ■ , = . . a 



VF+T 



144) / x*""*^(a+6jr"+cJF*V.rfa:= ^ 



(w + 22?w) .c 






jr^-n-i .(a+ j jr»+ ca?^*»)^.dir 



+ CJr^«)P.da? 



145) /jr-"*-^(a+6a;»+c<aj'»)^dLr= ^^ — ^ ^ 



ma 



ma J 

ma J 

146) Wenn man der Abkürzung wegen ^a-^- ßocf^-^yx^ durch Ä 

folgende Gleichung: 



246 



(1 






+ 



(4 — 2p)^ ^^ n'^\Ja + nx^)V-\R 



+ (5-2l>).;^ ^JjX+ns'^y-^R 



Wenn mau hier dem p verschiedene Zahlenwerthe beilegt, so ergibt 
sich, dass jedes derartige Integral auf / ^■. — ^j — «- zurückge- 
führt werden kann, was sich freilich auch nicht in dem gewöhnlicfaei^ 
Sinne endlich integriren lässt, was aber die möglichst einfache Gestalt 
ist und die dritte Gattung der elliptischen Funktionen bildet. 

Die analoge, aber einfachere Reductionsformel für den Fall, dass 
unter dem Wurzelzeichen nur ein Ausdruck der zweiten Dimension 
steht, ist folgende unmittelbar aus der vorigen abgeleitete. 

x^la + ß 



^^ = (2,-2)./«-^). C ^= 



..-a).(.-¥)^ 



dx 



{2p 



-4).^./: 
"^(1 



dx 



+ na?V-ö.Vo+/?** 



/' 



€• Integration transcendenter Funktionen« 

§. 17. 
Wenn man im Allgemeinen das transcendente Integral 

f{e^).dx hat, so wird man dieses durch die Substitutiv^ 
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= Ä in / '-^.dzy also in das Integral einer algebraischen 



Funktion verwandeln können. 



Da ferner cosx = ^ und sinx= ■ ^r-, ist, so wird 



f' 



braisch machen lassen. Man kann in diesem Falle noch eine andere 

Substitution anwenden, nämlich tang -^xä w, wodurch man erhält 

2m 1 — ^^ .^ ^'du , . , ^ 

sin x= -rr— — Y> cosx=^ T— ; — 2' « «^ = i — j — n ', woDCi uoch ZU bc- 
1 + M* l-t tr 1 + w * 

merken ist, dass wenn f eine rationale Funktion ist, auch die trans- 
formirte rational sein muss, weil sämmtliche trigonometrische Funk- 
tionen eines Winkels sich durch die Tangente des halben Winkels ra- 
tional ausdrücken lassen. In einzelnen Fällen kommt man auch durch 
die Einsetzung sinjc=^z oder cos jc = z oder noch auf andere Weise 
zum Ziel, im Allgemeinen jedoch bringt man dadurch Irrationalitäten 
in die Rechnung. 

§. 18. 

Beispiele. 

1) Die aus der DilTerentialrechnung unmittelbar folgenden Integratio- 
nen sind folgende: 






cos(pJ!: + q).dar= —.8in(px+q) 



sinipx + q)dJi: = .cos(px + q) 

. da: ■= — . tang (px + q) 



C08^(px + q) p 

.dx= - —cotg{pj: + q) 



sinr (pj^ + q) p 
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2; 






«!L(E£±il.ds=i.,«c(p*+,) 



cos(px+q) , ^3,= _ i . cosee(px + a) 
siti^ipx+p) P f ^'u 



sin (px-^i). cos (p' x+q').dx 



_ eos\{p+p')*-i-(q+q')\ eosl(p—p')x+(q—q')\ 
~~ 2(p+p') iip—p') 



3) 



/ 



sin (px + q) .sitt(p' ar + q') .dx 



sin\(p—p')x+(q — q' )\ «n {(y+pQj + (g + go[ 
- 2{p—p') 27p+PÖ 



4) / cos {px + q).cos{p'x + q') . d. 



_ sin \ (p - p ')x + (q—q')\ rin\(p-i-p')x+(q + j') j 



2(p— j>') 



2<P+J»0 



5)*) / cosa;*" 



.(jj? 



«>/ 



(2n)n ^ . 

258» ^^ 2''*~i • 









2„- :S (-ä«+l)p (2» + l_2p) 

p = 



*) In den folgenden Beispielen bedeutet (2n)p und (2tt-f Ij^ '>^ 
Mine Ihnliche Bezeichnung, wie gewöhnlicli den pten Binominal •Coefliciu- 
Ot»)\m oder (2it+l)ten Potenz. 



Sil 



/ «im?*». 



dx 



(2n), (-1)» ' 4 \ ^\P ran"» "H(2n-2p)jr 

p=0 ^ 



/ 



«n**"+'.daj 



p = » 



- 2«» • ^ ^ *^ •^^"+^^''- 2M^l3^2F~ 

pscO 



/ co8X.dx=^sina: 



= 4-«^w2a? + 4-jr 



CO« or* . d or = ;nT »t » 5 a? + A «i n 3 0? + -r- Ätn o? 
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/ co«a!'*.(ix = -5- 

/ COSJP'^ 

/ «map*. da? =^ cos 3 j? — |-co«a; 
•^ 32 



•<'*"*4l««^^'^^ + siö«**5jp+^«in3x + 11 «mjr 



«ma; ♦ d jr =s — co« * 



t6Ö 



11) 



j sittjc* . dx = — ^cos5x+^eo8ix — ^eosx 



#i»q?\da:=4j^co5 74r — 3I5 cosSop+j^ caff3jr— 11 CO«* 



sinJs^*eoss*.dx=: — 




/• 



«njr**-*.co*ar»+^ 



+ 



m + n 
m — 



w+n 



/• 



«m*»-^. cosor*. d^ 



/• 



cos JF*"^^ 

sinjr^>cosx*.dx=z _ . -. JstMj;»-^ 



m—1 . ^«_3 , (m—t)(m — 3) 



• • • • 1" 



(m— l)(w— 3)...lwi-(2*— 3)1 I 
2 .«n«"*-'Ca-iM 

(m+n-2)(Mt+n— 4)....jin+n— (2i— 2)| J 



/ 



On— l)(m— 3)....}m — (2*— 1){ 
(i»+n)(ifi+n— 2) (m+n— 4)....|»i+M— (2 

Hierin bedeutet ürdie grösste in-^ enthaltene ganze Zahl. 
12) 



mnaf^'^.cosj^.dx 



ß 



cosx^.dx = 



m + n 
. n— 1 



9n 



/' 




smjr*".cosa?".a.r = ; .Uosa?"""^ 



+ 7-7- — -'COiä^ 



J 



+ 



m + n l^'^ ' m+n — 2 

(^ — l)(n-3) 
(w + n — 2) (m+n— 4>*^^*^ "^••" 
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(n->i)(w-a)....j«-(2fc--a)i « „fc_n) 

(m+M— 2)(«+n— 4)...|ni+n — (2ft— 2)j ) 

(w-l)(n-3).>..jn-(2<r-l)j Z', 

•f- ■■••■■ ' ' ■ — — ' = — ' — -. # «tna?'". cosar~*\ajp 

.(m+n)(m+»-2)(m+»-4)..|w+w-(2i-2)|^ 
EGer bedeutet k die grösste in -^ enthaltene ganze Zahl. 

13) / nnx^^.coss^.dx^ 



/• 



m — 1 



/ 



— = — / «t»JP 






coso^** , cQsa?*»"*"^ ( 1 . m — n — 2 1 

«»a?*^* "" m — 1 ' (siwjp"»— ^ '" w — 3 * «>»«'""'^ 

■ (m— n — 2)(m — n— 4) 1 , 

"*" (m— 3)(m— 5) ' sma?«-* "*"*"* 



(wi— n— 2) (m— n— 4). .. } w— w— (2^—2) | 1 
"*" (w-3)Cm-5)....j»»-.C2Ä-l)j '««^'*-^^^^^ 



(m— n— 2)(w~n— 4)....|wi— n— 2frj / cosjt» ^ 
(m-l)(«i-.3)(m-5)... m-(2*-l) / ^«^^^ 
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Hier bedeutet k die grös&te in -^j- endialtene ganze Zahl. 
14) / 5tnj:"*.cosa;-"".djr= , 

J "-1 



/ 



-m— 2 Z'. 
n-ij 



+ - ^-r— I sina:^.coss-^*^'^^.dx 



, (fi — w— 2)(n — m — 4) 1 



(n — 3)(H — 5) cösjr" 



I 



, (»— w-ax»— »-4>....}»-«»— (2t— 2)[ 1 

•••"*■ (.-SM.-5y....[.-(2t-l)| •«««-^■'*-^^' 

(»-1 - 2) (»-»-4) ,^i»-«— 2 t[ / * ww*» ^^ 
"^ (,_3)(«_5)....j,_,2t_l)j 7 CO.»—*»' ' 

Hier bedeutet k die grösste in -^eiülBlteBe ganze ZahL 

15) Bei der Anwendung der in den kliten fier Nammom genann- 
ten Redactionsformeln kommt man, wenn m und n ganze Zahlen sind 
imd wenn man die Redaction weit genug fortsetzt, zuletzt auf eines 
der folgenden Integrale: 

a) idx = xx ß) i simx.dx^^ — cosx; y) i eo$x .dx=xsinx ; 
d) / siHJr.cosjr.dx'='^sinx^=: — -^tosx'^^s — -|-cos2a;; 
€) / -: — .ds = log,$inx; ^/ »ix^^ — log.cosjt; 

I t 

/ -: . dx=log.taHgx 

J stnx. eosx ^ ' 

^ß) / •"■: — h'djc = — eotgjc; / — -s- . dx=ztangx 

17) / — : — = > — 5- .djt=t(mgx — eoigx 

J sinx*s cosx^ ^ 

18) /—. . da: = — eotg 4- x ; / . dx=^tang{ i-yr-i— ^ 

/ sinversx ^^ f eosversx ^^* 
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) / -^ = ^ntm^^^ 



ix 



f 
f 

/ 



dx , cosx „ 

8inx* ' 8tnx* ^ ^ 



dx , C08X . eosx ... , 



dx 1 coss a. cosx f. 

- — l^ — 5'~ — 5 — Ä- ■ _ii — rkcotgx 



dx j^ eosx 5 C08X ^ C08X 

8inx'^ • ' 8inx^ ^^* sinx* ^'stna;* 

+ ^ • log taug -i- x 

/dx 
2 =Xangx 

/d X S17I X 



S 

r dx _ 

f cosx^^ 



dx , sinx 

[3 






C08ar " cosx* 
dx , sinx , 3 sinx , 3 , , ., . 1 ^ 






kZ 


ft.X 


•"" ^ *11»11X 


a* r* ~ * " 


swx* ^«■ 


cwa-" ■ »*•*' 


"• ix 


VXS j 


ffhix . ^ RiBjr 



23 



/ ^_ . _ . 









f'»jr' , XX 



= iit*- ;i-^>'***'— T'-'»*"«*'T-l-«»5« — i4coiJr\ 



/ tMjp^, iimjf^.ijt = — ^ '-i-^ii Sx + -i- «äS*— 2itn, 
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/' 



co8Jt^,9inx*,dx 



= ^ .{-f-«w7jr — \-nn5x—$inix+9$inx 



cosafl.sinx^.dx 



' = — i^-jT co$Ss — ^cos 6x — •^co8ix + 3eo82a'i 



tosjt^.sinx^.dx 



= — 55ä-l"»"«'»»9a: — -5-stn7jr + -|-«n 3a?— ö«»«« 



ß) 



=^^.\'^cos1Qjc—'^cosSji: + '^co86x+ 2co8ix— 1 co82x 



C08X^.8inx'^ , dx 



CO» x^ • 8in x^ •dx 



f 



= — ^'l-^8in6x+-^8inix — '^8m2x — 2*1 



C08x'^ .8ins^.dx 



cosx^.sinx^.dx 



= ^ . J-^ C08 Ix + -^ co8 5x — cos 3j? — icosx 
/ coßx^ ,sinx* »dx^^j^A-^sinSx — sinix + 3x | 

== — ^.| -|- CO« 9 jr — -fco« 7a?-- -f- cos 5 a?+-f- cos 3x+6 cos jr 
^^.j^sinlOa?— -J stnSx—-^sin6s + 28inix+ 8in2x—6sA 
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coBX^.sinx'^.dJc 



— ^ A^cos\\x—\ cos9x — f cos 7 a? + V cos ix — 2co83x—8cosx\ 

26) Wenn man unter Kp versteht ^ (— 1)^.(2 i»)jk.«p-fc, bo wird 

A=:0 

allgemein 

= , n 
p<m+2^— 1 

/*• 2« ^ ^ (-ir ^ j. Mit(2m+n~2p)a? 

/ smx^^.cosJr-.diP-g^+^j. 2 *P- "2111 + n— 2p 

Ä = p 

27) und wenn man unter Kp versteht ^ ( — l)*(2m + l)A.np_fc, 

A=:0 

so ist 

sin a?*«+^ cos a;« . dx^ ^^/^. . S^ Kp. — ^ — -r ,,Z^ ■ 

p=: 

28) Wenn a <^ h und beide in sich positiv angenommen werden, 
so ist: 

/ äx __ 1 • / +ft + acosjc + yjb^ — g^. sina? \ 
a + bcosx ^ yß^II^ ^\ a±bcosx f 

oder wenn man a=bco8a setzt : 



/ 



/ a 
. logf 



a + bcosjp bsina' ^\ a+x 




I . a — a?^ 
1 , / 



/ix 1 / "" > 

also auch / -^ — =« i = q i. ■ — • '^J ( , f—\ — 7 1 

/ ar — 0* cos x^ 2ab stna ^ \ stn {a+x) / 

29) Wenn a ^b und wieder beide positiv angenommen werden : 
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oder wenn man b^acoiß setzt: 






abo auch 
Anm, 



/ 



7 = — r-5 .arc(tofijf = eotg-^ß.tmg-i-si 

/^ dx 1 / ^ ran^ jr \ 



Wenn man aja^^j + ßrc j rangr = -j- ) 



a + tco«jr + cwiijr* 






»etzl, 80 verwandelt sich das Integral in / — == , wel-^ 

^ a+sb^ + c^ .C08X 

ches nach Aufg« 28 oder 29 zu behandeln ist. 

30) Wenn in den beiden vorhergehenden Nummern statt des Cosi- 
HOB der Sinus des veränderlichen Winkels gegeben ist, so darf man 

nur — s in die Stelle von x, -5 a in die Stelle von a und 

TT 

Q- — /? in die Stelle von ß setzen, so werden alle genannten Resul- 
^te gelten, wenn man ihnen nur das entgegengesetzte Vorzeichen gibt. 

32^ /^ ^^* '^^ « -4- £ — ^ /^«_£.£_. 

33) / **|*f ' =x +-Y-,too(a + co«a?) 

/ a + hco8X ""6 ^^ — 

33 



2B§ 






/ 



t— 2)(ajg— 6 a) cos jt 



.dx 



35) 



/ 



'/' 



+ /(a + bco8sy-K\\aa+—T-. bßl + lba-i — rra/J cOfjrJ.dx 






/ 



P dx r' (a) n d 



d» 



bc08 4F)** 



-l 



.2 ^3 



• • 



ü ü ü 

Hierin soll « — /?. ^•+y . ^— ^ .p + •.. duFcIl f (*) und^c 

nur in 6ezüg auf a g^bÜtletöti tHfferentialquotient^ d^r R«ibe nadi 
durch p{d)y /"(ä) ü. s. ^. biD^feichnet sein. — firerdordi redudrt 
skh das vorgegebene Integral auf ein sol^be^ , welches sich umnittd- 
bar aus Aufg. 34 ergibt, wenn man darin ß=0 setzt, und Welches 
nacb «itffMiiBr Reductioa folgende GfOtelt .^nMmmt: 



ß 



ä'» _ b ünit^ 

{a + b cosx) » "" (n — 1) (o^ — 6*) * (a+bcosx)^-*^ 




V-., ^^^ - djc n — 2 / rfap 

■^ (n— 1) (ß^—b^yj (*»+* «OÄ 0?)»-^ (»-l)(aU-ii») : / <«+6co<«)»-^ 

Dieses Integral zerlegt sich auf ganz elemeritarem , weito auch 
etwas weitläi^gem Wege in folgende beide: 



f 






(a+t^co5a?) 



. ix\ 




■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 7 — 5—1 TT «— ' — '%inx • ix 



. Das ersUre lässt sich in Gemässheit der vorigen Nummer be- 
lianieUl nod dfts 'zweite v^erwandelt sich in ein ganz gewöhnliches al- 
gebraisches Integral, wenn man a-^-hcozx einer einfachen neuen Va- 

pabeln x gleichsetzt. — Die genau detaillirte Ausführuiig der im All- 

'1 ■ ■ ■ . ' ' 

(emeinefi: gehaltenen Heclmüiig hat keinlin erheblichen Zweck. 

QQ\ /^ct'\'ß.eosx . ha — aß , ^ . , . 
' J itnx (a+hco$s) ar — Ir »^ ■ ^ 

a—b ^ * ' a+b * * 
89) / ^ . a4-/?.c»s g^^^^^a^^ ^^^ ^ 

. aß — ba / ^ dx 

o / a-^bcosa 

1^0 das letztere Integral, je nach dem gegenseitigen Verhältmss der 
^ Constante, aus Aufg. 28 oder 29 zu entnehmen ist. 

l L^ /^a'\*b.sinx4'C.co$x , « i * 
^ / ■ ' sm2^. ^^^^"2'^^^^^^y^ 

b c 

41) / —^ ^^^ ^^^^2 t^aif^ngi-^Tf+x) 



ß 



i9\ /^*ar+-J»map4-cco5Jr4-^sj'wjr'*4- ecosx^ . 

^) / •' ' r^ - . Q •ax 

sxnox 






logtang%*Jl^^^Jog '^ 

'sin 
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/ eos'dx 



iCOS 

e 



+^V.(»+,) 



44) 



/cos 0?*^ . 
.dx 
co$nx 






=iVc-)'h*^^^4- 



A=0 



45) 






=5- .2 (-l)'.(».»^)-w(,-5^) 



46) / — r-3 .da? 



A = »— 1 



=i- jj (-^^'-i ^^^S P'KH f-i^M^SI 



— aco5^tos^aHjf|-jpl 
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+1)* 

As» 



H- 2 (-i)'^ ".^ rKH i-Ä VM I* «:;, ). 



2»»+l\Z 



TT 

Wenn man in den letzten fünf Formeln ^ jr in die Stelle 

TOD X setzt 9 so erhält man ganz analoge Ausdrücke, welche im Zäh- 
hr die Potenz des zinx enthalten. 



49) 



/ 
/ 

to^x^ \ eosx* / 

f 



^1^. djf= 2a?— ranja; 



C082x , stna? i & i < /i i i \ 
i .d* = — 5 4 + -^^00 fang (-z-^+4-a;) 

C08X* 2C08X^ I « ^ »V4 I a / 



-.) 



+ il09taty[^f^) 




eo82x , , ^/ ^ , 2 1 \ 
^.ix=:-\tangx\ 4H = x I 




eo$2x 



t . , / 21 , 7 X \ 



50) / — : — . dx •='2eos*-^-logtang-^jF 




f 



-: — -..rfa:= — 2x — tOtQx 




co$2x , cosx 1 , , 1 



cos2x _, co«jr , 4 ^ 






w2j? , 1 , / 7 , 7 1 \ 



cos 
st na; 



51) / .dx^—2 

I cos» 

f 
f 
f 



C08X 



$in2x , Q- 

— j- . dssz — 2logco8s 

C08X^ ^ 

8in2x , 2 

j . ax 5= 

cos:d' üosjt 



• . 



8tn2x , 1 
T- .ax= X 

C08X^ C08X^ 






ttfi2jr , 2 

= . dx = r -5 



sin2jc . 1 



cosx^ 2coss^ 



sin2jc . 1 



cotx^. 2co«.f^ 



«tn2j? , 2 



cos oj» (n — 2) cos x»~^ 



'ov /^sin2x j o . 
/ Ätna? 



stn2x , Ol- 
— x.dx=:^ 2.logstttJC 



«n2jr j 2 



sin X* stn x 



s\n2x j 1 

^ .aO/ = 



stnjT* stns 



9in2x 2 

sinx*' ""(» — 2)5maj»-'^ 



^J / ♦rfj: = 25ti 

/ CO8X 

f 

f 



sinxcöss — X 



cosSx 

COSJC 



^.dx =- isinjc — 3log tang l — +-|^ ) 



j:.dx:=ix — ötangx 

cosx^ ' 






€08 Sx , Ssinx 

cosx 



S64 



f 



/ cosix 
cosx'' 



co83x , , / 7 6 \ . 

CO«** " \co$x co$x* f 

+ l^ log fang (-^n + '^x) 



^.dx^^tangxl 16-J 5 ^ 1 

T " * V co8x^ eosjt* f 



54) / ^ — . da? = — 2 «hä* + log stnjt 
' j stnx 

f 



cos'dx - - . 1 

^.dx=s — istnx r 

2 ttffl 



8inX^ 8tHX 



f 
f 
f 

f 



CQ%^X j 1 .1 f • 

$mx^ 2$tnx^ ' 



cosSx j 1,4 

- .äxs^-^ 5—: — 1 -f--r 



sinx^ 3 stnx' stn.v 



cos3x , 1 ,2 

;: • 0^ = — -; — : i +~r 



sins^ ^sinx* ' «no?* 



CO« 3a? , __ 1 , 4^ 

«t'njr** "" Sstna:*"' 3«inä* 




CO« 3a? , 1 , 4 

«mo?»' "" (n — 1) sin x*^^ ' (it — 3)«t»«»-* 



55) / . etes 2«injr' + /ooco«a: 

/«in3j; . . 1 
8« dx=: — 4co5jr — 




cos x^ cos X 

sin 3a? , 1 

5 .dx= — X — 4 100 cos X 

cosa?* 2co«a: ^ 



/ 



sinix ,41 
jp* cosar oeosx^ 




cos 






e08 Jt^ C08X^ iC08 X* 



rinix , 4 1 



«r«jr* (n— -S)«©!,!*^^ (» — l)ca«a;»~'^ 



56) / — : — .<te = «+2«tna?co«» 

f 
f 



— — ^.dxss Slogtang -h-x + ico8s 
9tnx^ ^ ^ * 



— > .iXzs: — ^cotgx — 4jr 



-: — - . dx=s .^^cotgx. ". -flog tang4-x 

8tnx* ^ ^ stnx * ^ ' * 

/^^?^—:.dx»-j;-cotgxA : — i + o"-: — l—i-logtang^ 
8inx* f «inj?* 28tnx\ ** ^ ^ * 



X 



8in3x 
8inx 



l.äxt^-^-eotgxA : — i + t-- — i + ¥ 

^ ^ ^ \ $tnX^ ^8tHX^ ' 



*^ / cos 0^ 

= . X (— 1)^. — i7-.2"-2j»-i.(ii— j>)p. / co«JF«-«i'-'».djp 

n— 2 p— m 



58) f'J!^=: S(-l)^'.2»-»-'. ("-P-')" . C05X 



34 



TT 

Setzt man in diesen beiden Formeln-^ — jt ia die Stelle ?on x, 

so erhält man die entsprechenden Formeln, welche im Nenner einer 
Potenz Yon sin x haben. 

Um das in 57 noch endialtene Integral zu entwidteln, wendet 
man die allgemeine Reducti<nisformel Nr» 12, S. 250 an, wenn man darin 
entweder m oder ti yerschwindeu UssL Um dieseibea auch in dieser 
einfachem Gestalt gegenwärtig zu haben, mögen sie hier ihren Platz 
finden. 

nj 

/ dx _ 1 sinx n— 2 / ^ dx 

cfi^jr» "~n— rl ' co«a;*~* H— 1 / co»**"^ 

/ dx 1^ cosx n — 2 / ^ dx 

/ x^ cosx. dx^s-x^ sinx — n / x^^sinx.ds , 



60) 



x—n(i%—\)iaä 



= a?"«njr+n;pr*^^co«a? — n(ii — 1) i af^'^cesx.dx 



ß 
ß 



X cosx. ds^= cosx + xsins 



x^cosx. dx= 2xcosx + (a?*— 2)sinx 



x^coss. dx =^ (3a:' — 6) cosx + (x^ — 6 jr) sin jr ' 



«* cosx. (i'x= (4;»*— a4a?) cosx+ (or*— 12 j?*+ 24) sinx 




H7 



OF^c^ss • ito=»(5jr*— 60x*+120) cos:a+(x^'^2ßx*+l2ßx)sinäp 



) 



+ («•— 30^ + 360a?*— 7a&)«tii jr 

W x^tosjir -ff a? = (7 jr» — »10 a?* + 2520 a?* — 5040) cos x 

4- (;pt--.42a;«+840ai«-^SÖ40jr)stiijr. 



r 



U' 



x$injp.dx-= sinx — xcosx 

1 



x^sihip.dx = 2 xsins — (x* — 2) cos Jf 



•5. • •' 




x^siHx.dx^iSjp^ — 6)sinx — («• — 6s)coss 



1 a;*«ma?.cte«(4jp»--24jr)«tii«— (jT*— 12a;^ + 24)co»jr 
Ix^sinx. Atä (5a:*— 60a?*+120)«tna?— (a^— 20a?«+120a^^«jp 



« » 



— (a?«— 30jr* + 360jp*— 720)co«a; 



/ 



x'^Mnx.üs ^Xlafi^'tnx^ + 2520^^— SD4fl!J «na: 

— {x'^ — 42** + 840 x^ — 5040 *) c6$x 



. /^cosx eosx 1 /^8tnx 

/ a?* (»— l)**^^ n — 1 / **-! 



(»-1)»-' + (ii-l)(iM-2)j^ (»-l)(»-2)y . 






»-1 



*< - 



j ^ 1 (»-l)(ii-l)(ii-3;.-(ir-2*) 



63) 



^^ *'' •(»— IX»— 2)...(ii— 2i) / «•»-* 

/«'»* . it'nc 1 f*t»tx .__ 

*" (» — 1)*»7' »—1 / »*^ 

'^=*""(»-lK»-2)*/ 5=* 



«fns eo<4r 



(»— 1;«^» (tt— l)(ji— 2) 



»— 1 



*' * 



~ A« 1 ^'*-^> ^"-2) .... »-2» 



64) 



^^ ^ •(»— IK»— 2)....(>i— 2») / jr»- 

/60»* , eosx / «in« . 
— s-.ftSsa / .im 



dx 




eos 



' j^_ CO«« «•»* 1 /*eo8X j 



/]cosx j C08X . «njr , co«Jf , i /^sinx . 



CO«* . cosjc tinx eosx »in jt 

' ~ 4»*^ ■*■ 12*« ■*" 24«? 24fls 



/ 



, 1 /^C08X - 

• - 5 "*■ on «4 '*' «n /..a iTön^i 



So?« *20»*^öOa;a 120a?» 120« 

sinx 



T5Ü 



1 gsin: 



.dx 



/ 



c69X j.' ^ eoix sin» e6ss sinjc eosx 



-u' +-mvSTr— ris/ — .dJr 



72Ö1F ^/ o; 







/ w'njf . . «imr cWiT w'wj? , / < 

7 



•tnJr , __ «nx co« jt nn s eosx 



/ 



■f 






* ^^^ 5a?* "■ 20ä* ■*■ 60^ "*■ IIÜJ? ~ 120» 



/ 



^f 



. , m eosx j 



$in_3p , sinx eosx sinx coix sins 



CO** . 1 / sinx 



%x^ 30a?» ' 120x* ' 360a?» 720a?» 

720» ' '*»/ X 
Ip diesen vier letzten Aufgaben reducirt sidi Alles auf 

/ ^ die oder / .Ar, welches i)eides apf den sogenann- 

H Integrallogarithinus Bohrt. 

gv /^ jp. da? _ (it — 2)jr. <tna? — cqjjp n — 2 /^x.ix 
J eos jr» "" (»—2; (n— 1) cgss^^ n— 1 / co«a?*-* 

_ (ft — Z)x.sinx — coag? n-^g (n — 4)jrgtnjr — cpgjf 
"" (n— 2) (n--l) ca« Jf *-* n— 1 * (it— 4) (n— 3) co« jp^-^ 



f70 



(n—2)(n — 4) (it-Tr6) jcnnx — cq$x 
■*■ (»— 1>(JI^J) • (»— 6)(ii— 5)i»rlF*" "** 



•••• 



(»— 2)(»— 4)....(k— 2A+2) {H—2h)xsinx—eo»s 



(w— 2)(n — 4) . ...(II— 2* ) /V 
"*"(« — l)(ii—3)w(ii — 2*+l)^ c» 

_ s** l ^ /*-"^ («'-2 »)««»*— CO»» 

*=* \-2-;a-i 

^ / »—1 \ / «w 

^ tfhjr«"" !(n— 2)(>t— l)«!!»*-*"**!!— 1^ ftiia;— * 

<ina?+(it — 2)apcoga? n — 2 «tnar + (ii — i) xcosx 

^ (»— 2)(ti— l)»*i*»-* »^ * (n — 4) (n— 8)fi»a^3 

(n— 2) (n — 4) 8inx + (n — 6)xco8s _ 

(n— l)(n— 3) • (n— 6) (n— 5)«inaj«-» "" 



• • • • 



(n^^ (n-4) ... {n—2 A+2) «no? + (n—2h)xco8ar 



<fH-l)(it— 8)... (n— 3*'+3) • (ii-2A)(nr-2A+l>ftiia?^«*+^ 
(n — 2)(ii— 4)...(n— 2^ . /^ jr.iijp 



(H— l)(it— 3)...(n— 2A+1) V «mo;»^** 

" Jkil / üizi \ '.'(«- 2Ä) (11-2 A- + 1^ i|-fi.i«-«M.i 

\ 2 /A-1 

m. 

In den beiden Ii9t2teli F«^rmc3n mnsd tmn M^entiidi zwisch^en ei- 
nem geraden und einem ungeraden n mil^rscbeiden. Wenn n unge- 



/■ 



Jn—l\ J ^m^»-2* 



tu 

rade ist, hat maa & Von 1 bi& -o— zu nebinen und es redudrensich 

# Jtdx f sdx 

dam die Integrationen auf / '^ ^ und. / -: — »welche wie bei 

den ähnlichen Aufgaben 62 — 65 auf den Integrallogarithmus fuhren^ 
ist dagegtii n («rade, so darf man A nur von 1 bis — ^ nehmen, 

wodurdi Md^ die Integrationen auf/ 1 und / -i — ^ reduciren« 

68) / -5 — ^a»«(aM9Jr + %w^ 



/a?djr 2^jy rfnjr — co sa? 

/ mix __ JJtsinJt — cosjt 3(jrstnjp— cosjt) , f^xAx 

eoso;* 20co5ai^ > löcosa?' 

mix 6ssinx — easx 6(ix8inx — cosx) 

. 5(jpstnj? — 




/ 



»nag — eosx) ^ f^xix 



flgdflp _ 6a^<tiijr — co<a? 3(4gstiiag — co sjr) 



69) 



/xdx 
jlT^^^~—xcotgx+log8injp 



272 






/ xdx sinx+xcosaß j^ d ^xix 



•2jr co»aj * I ' » • > 



ajcJjr «i»x4i££*f?'«* Hfinx-^-xco^x) 

+ 



/ 



sinx 






^\x cotg xr- l^g sinx 



/xdx 
sin x'^ "" 












'/ 






9(nx-\'%xcosx %(ßinx'^ixeo$x) 
425tn^^ 140 «njr« 



4(9tnx + 2jrco5jr) 4- I ^ i . i 

■ ■ 
• . * ■ • 

70) Wenn maui eine Funktion und ihr erstes Integral in Bezug vm- 
X durch X und ^X bezeichnet und wenn z irgend' eine Funktion vo^ 
X bedeutet, so wird: 

r%.%^.dx=:z^.'X—n f'X.z^-^^.dx 

,., /x.<.,.,...,-x(.„).-.y-:2.<^,)«... 

Die in ihrer yolikommenen Allgemeinheit gehaltene Reductiomtf 
formel wird für die Aufzeichnung unbequem, deshalb m6ge liebtf 
Specielieres folgen: 



8*73 






72) /*».(%«)». da! = *^+».j^^ 

, n(tt— l)(?oga!)"-» I 

■^ (»»+1)' I 

Wenn hierin n eine positive ganze Zahl ist und zu gleicher Zeit 
m von — 1 verschieden ist, dann schliesst sich die Reihe von selbst« 
Wäre «» = — 1, 90 hätte man: 

74) / zLJ-ür sss/c^-H* l -i- — . 1 ^ 

/ ^logs 'l(m+l){lo9x)^ 2(m+l)^{logxyf* 

. L » o I L » ö • D 1 , 

"*"4(m4-l)M%a;)*/a"*"8(w+l)*(%^//a "*""•' 






(m+l)^a:«+^ 



(n — 1) (n — 2) (n — 3; (% ^)«-3 



• • • • 



(m 4- 1 )»-*ar«+^ , (m+1)«-^ /^^'« d ä- 



76) / a:^.logx.dx=^ r-f — t-ttj 



l)(n— 2)....3.2.1 ' / ^x" 



irn + \)bj i -^ 



/ logx 



78) / ,-:,^-^.ci. = - ^"^^ 



»» (m — l)6(a + 6ar)«-^ 



"^(m — 1)6 J X 



(a+6ap;*»-^ 



Die Integrale, auf die sich die beiden letzten Aufgaben r^duciren, 

85 
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lassen sich nach der Integration der gewöhnlichen rationalen Differen- 
tiale behandeln y wie einige specielle Beispiele, die hier nadifolgen, 
zeigen. 

(a'^bx)logx.dx=^ — ^ — logx—^logx — ax—^bjt^ 

/(a+bjc)^ a^ 

(a + bx)^logar.da^=^ — ^^ logjc — ^logx — a^jc 

abx^ b^jc* 



* (a+bar)* a* 

(a-^-bxyioga; .dx=^ — ^tt — logjc — JI^«** — ^*^ * 



80) 



Das hierin noch übrigbleibende Integral lässt sich nicht anders, als 
durch die Entwickelung von log(^a'\-bx) in eine Reihe bestimmen. 

81) f-^a-äa: -!2i^^ + \ug(-^j-\ 

J (a+6^)^ 6(a+6a?) ' ab ^\a + bx/ 

f 






(a+6j;)« 2b{a+bxy^2ab(a + bx) 



f 



-^^b^'^i^T^) 



i09!^ djr~— %^ I 




{a+bx)* 36(a+6a:)> ' 6a6(o+fra;)* 

■^ 3 o'6 (o+6a?) "^ dä«6 ^*^ ( «+6« / 
%« j-_ %a; 1 




(a+6j?)* 46(0 + 6*)« ^I2a6(a4-fta!)« 

(a+6a;)«' 56(a + 6*)* ■'"20a6(a+6«)« 




275 

^15a*6(a+fta^)8'"^l0o»6(ä+fti)'"T'5a«6(a+6») 

__%« . log» , 1 

( 1 1 L_ _L 1 



24o»6^o4-ftxj«^18a»6(a+6a;)»^12o«6(a+6j:)* 

'^Qa^b(a + hx) "^ 6a«ö'^* \ a+bs I 




,ax = 



(a+.ftj:)» . . (»— 1)6 (a+ft«) 



«— i 






(n— l)a6 • ((n— 2)(a + &^)«-^^ (n — 3)a(d+6ar)»-3 

1 

(n— 4) a' (a + 6ar) 

1 



l" /^ A\ „2i„_L_ l.«.M»-4 I • • ' 



*^ (n — 1) a «~ ' * • '^* \ ir+^ / 

Diese allgemeine Formel ist natürlich nur richtig, wenn n grösser als 
die Einheit ist. 



I 

/ x*,e*.da? = e*.(a?'— 2^+2) 






r» 



a?«. ««.*r -»€«.(*•- 3** +6»— •) 



«•.e«.djc=e«.(«*— 4«»+12*»— 24*+24) 



^.e« <l,_^.(^»_5-r«+20x»— 60«*+ 120«— 120) 



e«. rf* = e» . (»•— ««»+30**— 12ar»+360»'— 720«+720) 



ß 

/l\««.(te=e«.(*'— 7*» + 42«»— 210jr«+840*« 

— 2520 x* +M40s-> 5040) 



/ 



j?*».«*.(lr 



= «*• 2 ( — l)''-l-2. 3... p. («!,). jp»-^ 
p-0 

86) - — . - . • .Ar 



dr 

X 



re^__^ /l J_ J^ J_ 1 \.j_ /"•*.« 






8TI 



■"^~ ■'■ V«**4a!»"*'20a!*"^6Öjr5"*"I2ÖF»*'"l20*/ 









i 



^L2.3..,(m— 1)' / a 



87) I a^.iß^.ix 



I x^.a^ 



tVenh inaii hierin 'a** = e*, d. h. also' * als den natürlichen Lo- 
garithmus Yon a*^ nimmt und darauf /rjr = js setzt, so verwandelt sich 

• '' 1 P 

dieses Integral inr^j;^. / »"*.e*. dÄ, welches sich nach den vier 

letzten Nummern behandeln läsist. \ . 

P , t^ (sin-x + a co$ x) 

88) / e^^.cogjr.tfJTg i ^ ^ 

/^- ; t^{Q9inJc — cosx) 

89) / e«*«mar.rf4r= — ^^ — j- — ^ - 

90) I e^.coss^.dx^''^^ ,^2^^ ^2 ^ 






7" 



^^ e«*C0Äa?(2sina? + aca^a?) . 2««* 
e^'coss^.dx = •' j- T-7-1 r 



e^ .cosx*.dx = 



e <*^ cos iT^ (3 8m jf + a cos x) 
a^ + 9 

6 c** (sm j? + o CO« r) 



+ 



(a^+l)Caa + 9) 






/• 



e<^.eo$^.dx=^ 
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e " cos x^ (isinje+a eos x) 



+ 



o« + 16 
12 «"* CO«* (2 «HJf+o CO» x) , 24««* 



(o'+4)(a* + 16) ■ a(o*+ 4) (o»+ 16) 



/ 



c***. CO« 07*. dar = 



5 j __ e ^ co«a?* (5 sm jr + a cosx) 



o« + 25 



20 e^ cos x^ (3 unj^+ a cosx) 120 e*^ (sinjp + a,cos.x) 
"*■ (a* + 9) (a* +25) "■" (a^+l) (a*+9) (a*+25) 



/ 



e^.co«a;*.dx= 



j - _ e^C05a:*(6sm JT + flcosjg') 



a' + 36 



30 %^ cos afl (4 sin x + aco8 x) d6Qe^''c0sx{2stnx + ncpsx) 
(a*+16)(a*+36) "^ (a»+4)(a.Hl6)(a*+36) 

720e«* 

■*■ o (o» + 4) (o* + 16; (a* + 36) 



91) / e<^.stnx.ds:=. Hl^+^r 

, n(n — 1) /^ 



0^.8inx*'^'^.cLjt 



a*+4 ^ a(a*+-4) 

e-.«nd;».dx= ^^^ r— n^ 

, 6<'"(c«ma; — co»jr) 
■'' (a» + l)(a» + 9; 



/ 



im; 



. . . _ e^sinx^iasinx — 4co5a;) 
.,m^.d*= a^ + 1 6 ^ 

I 

12 e ^* 5t n a? (g stn a? — 2 c os x) 24c" 



/• 



e".«»a?*.dj? = 



(a»+4j ^a»+ 16j ^ a (a»+4) (a*+16)r 

e^sinx^ (asinx — «5 cosjp) 



a^ + 25 



20 e " 5tn x^ (a gm a? — 3 cosx) 120 e*^(a5ma? — coso?) 



(a* + 9) (a* + 25) ' (a'+l; (a*+9; (a* + 25) 
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0^+36 



"*" (o» + 16) (H» + 36) "^ (o»+4> (o* + 1 6) (a* +36) 



720«" 



a(o»+4)(o»+16)(a*+36) 



/ CO««* 

c"*| aco»a? — (n — 2)«in j:| a» ^. (n--2)* 



(n— l)(n— 2)cosJ?»-i (n-l){n-2) J cöix^' 









e"*|a«tnjp + (n — 2)cosd:| a* 



(» _ 1) (n — 2; «mo:?«-! "*" 



M) It^.cosa^. ninx^. dx 



(n — l)|(n — 2) / «»aj«-'i 



/ 






no n 



.^ , ^v«j_-2 • ^ e«*cosa?*»-i«wj?*-^da? 



, (m— l)(m + ») n 



95) / e**.co»a5"*,Ämjr'*.d. 









+ ^, — r^n-T—^ * i e^cosx^sinx^^.dx 
(m+r 



t80 

96) / e'^.cosx^.Hnx^.dx 



tn(fn — _^ _ _ 



m— 1) /^ 



n (n — 1) 



— , . /e 



+ /^ . ^v2 i -:t • / ^^cosx^sina^*. dx 



97) / e**.co»af*.»tna?*.(lsr 



(m + »;* + » 



m(in — 1) /^ 



+ .^ ...a . r^> / e«^cosaj«-*«mx*-»Ar 



(n + m-1) /• 






98) /,«.*«,**». rf*«*-!^^^^-^ /\<^tang:t^Kh 



-ß 



ax #^«./i, •JI--2 



tangj^^-^.dx 



I e^ . tang s'*' . dx = — Aatangx^-li — a / e^tmgx. 
I ^"^ 'tangx^ .dx ^\ .t'^Xtangx'^—atangx ^ \\ 



dx 



+ -f ((1^—2) / e'^tüfigx.dx 



e'^^tangs*,dx:==:\.— A2atangx^'^a^tangx^ 
+ aia^^%)tangs — a'' + Q^-±-a{a^—S)re^tangx.dx 



asi 



+ (a*— 12) tangx^—a(a^— IS) tangjp + a*— 18 j 
+ 2\(«*— 20a2 + 24) / e^.tangx.dx 

99) / af^.e^.(co8bx'{'isinbx)*dx 

gg*. e^ . (co8 &a? + 1 <tn 6 js*) i. n n(n — 1) 

100) / arc (Äin= x).dx — x. arc (sin = ar)+ ^i— or« 
102) / arc (fawjf ssx).d:cszjF,arc {tang = a?) — % ^1 + •«•* 



'/ 



103) / arc (cotg = a?) . dx=x, arc (cotg = o?) + log ^l-f^jf'^ 



I / arc {see= or) . rfor = jt . arc (sec= jt) ^- /o^i (x + ^x^ — 1 



104) 



105) / arc (cosec = x).djc=zx.arc (cosec = a?) + log {x + ^o;* — 1 

1 06) / arc (sin vers ssx),dx= {x — 1) • arc (sin vers =» jp) + V2« — x^ 

107) / arc(cosvers=x).ds^{x + l),arc{cosifers^=^x') — ^2x — x^ 



•/• 



108) / s^.are(stn=sx).d(Bs=~-—j.are{siH^ap) 



1 /* » »+* , 



36 



\ 
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109) / *" . orc {cos = x) . dr = — t-t- . are (cot = ») 



1 r_x-^\ , 

i TT"* # i =■ . g a? 



Die Integrale in den beiden letzten Aufgaben ergeben sich aus 
Aufg. 36 und 37 auf S. 227. 

110) / oc**. arc {tang^x) . dx = — -r-r . arc(^a»flfÄ x) 



ß 






^. arc (co/jf =t jr) . (te = --r^ . arc (cor^f = x) 



1 /^ a^^ 

n+1^ m? 



(fj: 



Für die beiden letzten Aufgaben erhält man, 
wenn n gerade ist: 



JTT^^-^ 



A=0 
i_ JL 1 

Ä = 

und wenn n ungerade ist: 






» n — 1 

A = 



112) / jr».arc(«^c = a?).rfjpa=--pj-. arc(«ec= jr) 



1 /^jo\dx^ 
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13) i x^.wrc (cosec = a?) . cte ■» —j^ . are {cosec = x) 



1 / ^ x^'.dx 



Für diese beiden Aufgaben erhält man, 
renn n gerade ist: 



^ n.(n — 2)(« — 4)....(n — 2ä) 

■^ '"^(!.'i'27!'.::-2°-' '»»'-^^-"^> 



luid wenn n ungerade ist: 

TL H^l 

In diesen beiden Summenausdrücken ist zu beachten^ dass für 
==0 der Zähler des Coefficienten =1 wird. 

14) # or». arc («m i;er5 === a?) • rfj? ==— T-j- arc(«mt>er«==jr) 

dx 



'S" 



1 P^^^ • ^ 



15) / s^.arc (cos vers ssx).dx= -^ an (cos vers = x) 



w diese beiden Aufgaben hat man : 



1 /^^^+Kd 
+1 ^ V2«^ 



A = l («+1)H(»-1)....(»-A + 1) * 



t84 

(2» + t)(2H— 1)....3.1 .„.,., . 

(n+l)n(n — 1)....2.1 ^ ^ 

Bei diesem Summenausdruck ist noch zu beachten, dass für A = l 

der Zlhler des CoefBcienten =1 zu setzen ist. 

116) /•£I^^5|:i£ = A.j«„(,^-x) f 

117) f^'-c(co'=s).dx iL„(,„^^)P 

^ Si — x^ ■ ' 

^ / r+1? =— J-jarc(corfl=jr)[ 

I9n\ / ö^c (scc = or) . rfj7 , j . P 

1^0) / — i — .- — = ^ { arc («ec = j?)} 

1ä1) / p== = -* -|- J arc (cosec = a?) 5 

^ y«?^ — 1 f ' 

199\ /^o,rc(8inver$=z X) .da? i f / . vP 

V V2^=^^ = \\arc(«nver^»)] 

lOQN garc(cosverg = x).djp ,i , ,P 

l^iJ) / . = — '^larc(cosvers = x)i 

124) / arc(^8in=^x) g=-|- { arc(«»= jr)| 




•JT dx — ^_ 

arc (sm = s) . 7==5 = ^ — >/l— *' . arc (sin = ^) 

arc (^n = or) . . ' = -^ x^ — 4-a?vl — ^*' «^^ («m =a?) 

\1 — J7* 

+ -J-|aro«n = Ä')| 



arc {sin = j?) . 



Vi— «?^ 



-J. jr» + ^0?—- 1. (j4 4- 2) Vr^^ . arc («n = *) 



/• 
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arc(0N =*) . J\^t = A** +Ä* 



8_..2 



— ■^{2x* + Bx)^l — x^.are(sin^x) +^\are (»in = a?){ 



/ 



are («» = jp) 









46 



/ 



arc ( tt>i = a?) . 



16 

«•.rfa? 



1 (3j.4+4a?* + 8)Vl-J;^ arc(«n = aj) 



— i •.6 _L -ft.^* 4- Ift^l 



86 



V6' 



^,(8** + 10^' + 15jf) Vi — -«•^«^c(«»=»)+n^ j «''c (sin= JT) j* 



/ 



are {»in = x) .-t^,= ^*' +Tfi^' + ife*' + Ü* 



Vi-»' 



_j^(5a,« + 6a?* + 8a;* + 16) Vi— a!*.arc(sin»=*) 



_, /^ , , «Ja; «.arc(sjw=a?) , « , /, », 

27) / an {fang = jt) • j^^ = -J- 1 an (tang =; o?; | 

/ an{tang:=:x) .'Y^—2'^^an{tang = s).log(i + x^) 



/• 



1^ / log (1 +.r^)* dx 



jp*. Ar 



/■ 






an (tang = a?) . jrri = —- 5- ^ + i" ( 1 + «?*) . are (fanj = x) 



-f" 



— /an (fang = a) . 



TT*» 



/• 
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arc (^aw^ = a?) .^^^ = — g-^^ + ftog(l + s:^) 



+ 



l + x' 



(^-') 



arc {lang = a?) + -|- { arc {tang = x) 



128) / arc{8in=:x).f{x).dx==arc{stn=^jc), f f(x).dj: 



dx. If(ar)»djr 



f' 



arc (cos = jr) . / (j?) . da? = arc (cos 






dx 



/dx . /f(x) . d^ 



/• 



arc (fang =a?) . /(o:) . Ar = arc {tang 



f(x) dx 



/dx, lf(x). dx 



j arc(cotg=x),f(x).dx=iarc(cotg=x) . / f(x)dx 



ß 



arc (sec = x) . f(x^ . dj; 3= arc (sec 



/dx.Jf(x).dx 

/dx, lf(x)M 
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/ arc{co8ec^x).f{x).dä:=: are (cosee= s) . j f(x)ix 

/dx.Jf{x).ix 
s^x^ — 1 

/ arc{sinvers=^x).f{x),AT^arüisinver8^==jr) . If(jc)..dx 

/dx. I f(x).djp 



/ arc (cos vers == a?) . /(x) . rfa?= arc {eos vers «= a?) . / f{x).djc 

/dx. jf{x).dA 



YIIL lutegrale zwischen bestilnmteii Grenzen. 



§. 19. 
Beispiele. 



/* dx 1 

/^ s dx 
' = a • Dieses und die nächsten Integrale bis 

^ Nro. 8 erhält man aus Beisuiel 36 nnd 37 



Nro. d erhält man aus Beispiel 36 und 37 
auf S. 227. 



3^ r '""•^ -M' ^ 
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P 'x^.dx 1.3.5....(2r— 1) ,, £ 
^ ^ Va»— *» ~ 2.4. 6.. .2r •" '2 

/^ 'a;*^' . dx _ 2.-4.6....2r 

9) / V«' — a!*.djr=-|-.a'. ■^. Dieses und die Integrale bis 1 
«*^ erhält man aus Beispiel 30 uoi 

31 auf S. 223. 



11) /^V Vo'— ** . (fcr=-i.a* . -5 



10) 





12) 





/a 



13) 



14) 



^) ~»r+2 ^ 



16) /*°x«r-H V^^=P. <fcr= , .^ •/• " '/'A^ ! ov • «'^' 



3.5.7.... (2r+3) 



17) 





18-) /^'f!-!^ -- 1-3. 5. 7. ...0 
9t/ >/^=^~~ 2.4.6. .. 



(2_r— 1) ^ 
2r * 2 
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/^^ jr"^+ '.(/*• _ 2.4.6... .2r 

•^ / ^rzp"''1.3.5....(ar— l)(2r + 



1) 






21) 



/•OD ^ j -i-^ 

1 + x" "smüL+J 



22) / r^.=^- 




TT 
— n 

•1 

n 



24) / a^-^.dx= — 





25) Wenn man die soeben genannte Gleichung in Bezug auf n wie- 
derholt differentiirt, so erhält man 






).fl[aj== — "2 





1.2 




J7»-' .(%ar)*.rfa? = 



71 



8 



/•i 1.2.3 

/'* 1 , x4 , 1.2.3.4 
ar"-^ . {logx)* . ctr = ^ — 



26) Wenn man die Gleichung 24. in Bezug auf n wiederholt inte- 
grirt, findet man: 



— .djp^logn 

logx 

Xxilogxy logx] 



37 
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/h x»—l n n[ 1^1 
\ X {logx) * X {log x) » 2a? {}og x)^ Qlogx] 

^ -rn^logn—^n^ 
27) Wenn man in den letzten Gleichungen x = «-* setzt, so erhält 

man 

/ 



1 

e~** . rf« = — 
n 







/ 



z 

oo 



. (Ja = logn 



— J , rtÄ = n.logn — n 



^ % Ä 

»OD 



/*(n*e-' n« n 1 -e-»'j ^ ... 







/l 



Wenn man diese Gleichung in Bezug aar n differentiirt, so wird: 

2n 



I e-^ .X. 



29) / 6r-«».a?smÄ'.dx= ^ 2 



■/" 



(?i* + 1) 3 



-«* 3 • A 24n(n^-l) 

0^ 



y 



.X ♦ • j 24(5n«— 10»« + 1) 



30) Wenn man die Gleichung 28. in Bezug auf n zwischen den 
Grenzen und n integrirt, so wird 

. sin X . dx^=- arc (tang = n) 

Setzt man hierin noch n = od , so ist 

I« . 
stnx j n 




X 2 

/oo 
«-+ 1 

32) Wenn man diese Gleichung wiederholt in Bezug auf n differen- 
tiirt, so wird 



e— ** . 05 cosor. da; = 



(n*+ 1)» 






"^ «^ 3 A 6(n*-5) 



(w* + l)* 







.x*cosx,dx^= 



(n^ + 1)* 



33) Wenn man die Gleichung 31. in Bezug auf n zwischen den Gren- 
zen und n integrirt, so wird 







/"^l — e-nx 
.cosx.dxss^ log (n' + 1) 




«>.v # 9inax , 7t 



35) 



X 




36) / ar».a-*.da?= 1.2.3. ..n. 



1 



(tojf a) 



n-f-l 



29S 

1 



mP+A 



/OD 

/OD 
COS ax j 7t _^ 

^,v / cosax j 71 

• *>' 

/T/ • ^i« j 1.3.5....(2n- 



. e i> 







4a» /*T/ . M.4.1 j 2.4. 6.. ..2n 1 

43)^y ^ (5.n^) »-+1 .rf*= 1.3.5... .(2«^ - 2^^^ 

... /'■T-/ ^2« j 1.3.5....(2»— 1) TT 

44) y i(eo,a:)^».da;= -^^j-g— -g^j-.^ 



AK\ f^^, xo-j-t j 2.4.6....2n 1 

"^J ^<'"''^)"'^^-'*"° 1.3.5....(2»^ -2r+l 







/ 



71 



46) / '-* cosmor. (cos j:) *** . rfor 



_ 1.2.3.4....(2w— l).2n 1 . mn 



— .sxn 



. (22~-m^>(42_m2).--([2wP— m^) w^*'* 2 



'^ cosmx. (cosa?)**»+^ dj; 



1 . 2 . 3.4.. . 2n.(2n-M) «£ 

(P— m2)(32 — w"^)...([2n + ip— m')' ^^^ 2 



'JOD 

48) / e~«*.cos6^.dx = 



a*+62 
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^^. /^^sinbx — stwca? ^^ , /^ a(6 — c) 







o2) # . e*"®* . daj = arc I fanjf = — j 





lOD 



/ 



53) / £!!l^.dx=5 



* 2 



— . COS aar. ilx =■ -i- log -—- — = 

X ^ " a^-\-c^ 

/"»e-"«— e-»* . ^ . /. a(h—c)\ 

— . snt ad? . «ir =: «rc 1 tang = ^ , ) 



54) 
e 

55) 



^ ^^ .rf^ = log - 







w 



58) / \^ ( 1 + 2 a cos X + a*) . flf jp = 0, wenn a an absoluter Grösse 

kleiner als 1. 

59) / \g{l + 2acösx + a^).da: = 7tloga\ wenn a an absoluter 

Grösse grösser als 1. 

60) / log{l + cosar).dx=:—7tlog2 



9 



61) / log{l — cess).dxz=—nlog2 



hg»inx,ds = — nU>g2 
„„, Z^" logiinx , n 1— «» 

wenn a an absoluter Grösse kleiner als 1. 
wenn a an absoluter Grösse grösser als 1. 

66) / log T-Tö T-y- *»= 

'' / ^ 1+2(1 cosnx+a^ 



' / ^ ^ l + 2acosnx+a' 

.(lr = 0. wenn >1 und n eine positive 



68) 

ganze Zahl. 



/^^^ cosn 



69) / \ .(te= 



jr , 2n (1 — Vi— a*^* 



co»^ ^1 — a* ' ' * 

1 — Vf^*^" 



«^N /^ cos na? ^ 27r' 

70) / 1 .0? da:= . 

^ / 1 — aco%x ^1 d* 



§. 20. 

An^rendimy der Integral -Redunmy a«if C^e^aietrie« 

Wenn eine ebene Curve durch die Gleichung y = f(jp) zwischen 
rechtwinkligen Coordinaten gegeben ist, so wird der FJächenraum ei- 
nes Stücks, welches von zwei Ordinaten, der Abscissenaze und einem 

f{x) .Ar 
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/a?2 
y.djr. Wenn die Fläche begi^enzt wird von zwei Ordinalen 

und von zwei Curven, deren Gleichungen sind y=:f(x) und ij = y (a?), 

\f(s) — q>(x)\.dx. Die Länge des Cur- 



venbogens zwischen denselben Grenzen 



^/ 



Wenn die Cnrve durch eine Gleichung zwischen Polarcoordinaten, näm- 
lich durch f(r,q))z=zO gegeben ist, so wird der Flächeninhalt eines 
Sectors, d. h. eines Raumes, der von einem Curvenbogen und zwei 
Leitstrahlen begrenzt wird, die respective die Winkel q)^^ und q)^ mit der 

r^.dq> und die Länge des zugehörigen Curvenbo- 



r92 



gens = _ , I i*' I 

' ' allen diesen Ausdrücken darf der 

Differentialquotient, der unter dem Integralzeichen steht, zwischen den 
bezüglichen Grenzen weder durch 0, noch durch oo gehen. 

Wenn eine Curve doppelter Krümmung durch die beiden Glei- 
chungen f (s, y, z) = Q und F (x, y, ä) = zwischen rechtwinkligen 
Coordinaten gegeben ist, so wird die Länge des Curvenbogens 



// 



Wenn eine krumme Oberfläche durch eine Gleichung z^f(x,y) 
zwischen rechtwinkligen Coordinaten gegeben ist, so wird der Theil 
der Oberfläche, welcher einer Seits von zwei Ebenen begrenzt wird, 
die in den Entfernungen x^ und a:^ parallel mit der FZEbene gelegt 
sind, und andrer Seits von Ebenen, die in den Entfernungen y^ und 
jf2 parallel mit der XZEbenc gehen: 



/a?2 fVi 
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oder wenn die Oberfläche durch die Gleichung f (jr, y, «) = m = g^ 
geben ist: 







du 

dz 
Wenn die Oberfläche durch die Umdrehung der ebenen Curve y =/"(«?) 
um die JAxe entstanden ist, so wird der Flächeninhalt derselben 



=2.yv+(ir-* 



Der cubische Inhalt eines Stücks , welches von den vorhin genannte 
vier Ebenen, sodann von der XFEbene selbst und von der krumme 
Oberfläche begrenzt wird, ist 



= # / z.dx.dy 



Wenn der Körper ein Rotafionskörper ist, welcher durch die Umdre 
hung einer von zwei ebenen Curven y=if(x) und iy=:(p(jr) be- 
grenzten Fläche um die XAxe entstand, so wird der körperliche In- 
halt desselben 



==nj *j/-(X;»-9)(*)'J. 



dx 



Wenn ^ den Neigungswinkel einer durch einen Punkt auf der Ober- 
fläche des Körpers und durch die XAxe gelegten Ebene gegen die 
XFEbene und <f) den Winkel bedeutet, den der radius vector dessel- 
ben Punkts mit der XAxe macht und wenn die Oberfläche durch 
eine Gleichung zwischen diesen drei Polarcoordinaten r, q>, d' gege- 
ben ist, so wird der cubisdie Inhalt eines körperlichen Sectors 

r<P2 r»2 rr^ , 

= / / / r^ ,sin^,dq)dd'.dr 

^i y d-ity r, f-/ 

Wenn man die Coordinaten des Schwerpunkts irgend eines geo- 
metrischen Gebildes stets durch |, ?; , ^ bezeichnet, so erhält man zur 
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Bestimmung des Schwerpunkts der vorfain durch 1 y.dx ausgedrück- 



ten ebenen Fläche: 

§ . / y.dx= I xy.ds 




/H ph 

y.dx^\ I y^.dx 



ferner för den Schwerpunkt der oben durch / / ^ , l dy^ 
ausgedrückten ebenen Curve: 



n 

ferner für den Schwerpunkt der oben durch 
ausgedrückten Curve doppelter Krümmung: 

\f-yf\ithm "-y V' HIKI7* 



a 



f^^^im^rzfu^^ithm-" 



ferner für den Schwerpunkt der oben durch 



./"./V'HSHir* 



ausgedrückten krummen Oberflädie; 

38 
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.dx .dy 



X, 



für die Rotationsoberfläche, die oben durch 



2 TT iy f^il^y^*^^ gegeben wurde, liegt der Schwerpunkt 

offenbar auf der XAxe, so dass i;sO und ^=0 wird und für |die 
Gleichung gilt: 



ii/'y^-m-'-v-y^m" 



endlidi für den Schwerpunkt des oben durch / / x.dsdy 

ausgedrückten Körpers: 



ßh / /^ /xüd 



P^t py^ , P^ py% 

§. / / x.da^dy== i t xz.dxdy. 

P^2 pvx p^ py% 

rj.l I x.dxdy^ j i yx.dxdy 
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P^ py% p<^% Pvi 

für den oben durch n I | /(•*"; — g>{^) \.dx ausgedrückten Ro- 

tationskörper liegt der Schwerpunkt auf der XAxe, so dass i;=Ound 
?=0 wird und für ^ die Gleichung gilt: 

1) Es soll die Parabel in Bezug auf die hierher gehörigen 
Eigenschaften untersucht werden. 

a) Da die Gleichung der Parabel (s. S. J2f5) y'^=^2fx ist, so 
wird der zwischen zwei zu den Abscissen x^ und x^ gehörigen Ordi- 
naten liegende Raum 

oder wenn man vom Scheitel der Parabel ausgeht bis zu einem ge- 
wissen X, so erhält man -f- xy als den Inhalt der Fläche , die von 
der Axe, der Ordinate y und dem Parabelbogcn begrenzt wird, d. h. 
-f von dem aus x und y gebildeten Parallelogramms. 

b) Die Länge des zugehörigen Bogens von x^ bis x^ wird 

Setzt man hierin .r|=0 und 0^2= «^9 so erhält man die Länge des 
Bogens vom Scheitel aus bis zu dem Punkt gerechnet, der zur Ab- 
scisse gehört« 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten, vom Scheitel aus 
gerechneten Parabelfläche wird durch seine beiden Coordinaten gege- 
ben: ^=^\x und '? = -|-V2|>'^= -f-y- Nimmt man die zu beiden 
Seiten der Axe liegenden Hälften der Parabelfläche zusammen, d. h. 
eine Fläche, die durch einen Parabelbogen und durch eine in der 



800 

Entfernung x vom Scheitel auf der Axe senkrecht stehende Sehne 
begrenzt wird, so liegt deren Schwerpunkt natärlich anf der Axe und 
zwar in der Entfernung \x vom Scheitel. 

d) Für die Coordinaten des Schwerpunkts des von seinem Schei- 
tel aus gerechneten Parabelbogens findet man diese Ausdrücke: 

2V4a?* + 2pa; +p%l ^-^^^ —] 

e) Wenn man sich den Parabelbogen um die Axe der Parabel 
als Rotationsaxe gedreht denkt, so entsteht eine Rotationsoberfläche, 
welche , wenn man sie vom Scheitel aus bis zu einem gewissen Werth 
von X rechnet, folgenden Ausdruck als ihren Flächeninhalt hat: 

-f-7r(2a:+p)V2^^Tp 
Der Schwerpunkt dieser soeben genannten Oberfläche liegt 
natürlich auf der Rotationsaxe und seine Entfernung vom Scheitel ist 

= i(3jr-p) 

g) Das durch- diese genannte Drehung entstandene Rotations-Pa* 
raboloid hat seinen körperlichen Inhalt =p7rjr'. 

h) Der Schwerpunkt dieses Parabotoids liegt nutürlich wieder 
auf der Rotationsaxe, seine Entfernung vom Scheitel ist =-|-Jr. 

2|) Es soll die Ellipse untersucht werden. 

^) Da die Gleichung der Ellipse (s. S. 125) j^»=»»(l -c') (««—«') 
ist, so wird der Flächenraum» der zwischen zwei zu den Abscissen 9% und 
x^ gehörigen Ordinaten liegt: 



+ a' arc I «n aas — ä-^ s — ^ * ^ i- l| 
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Setzt man ofj = a und or^ = , so erhält man den Quadranten der 
Ellipse =-|-a*7r\fl— «^, also die Fläche der ganzeti Ellipse 
^Ä^TT Vi — «*• 

b) Die Länge des zugehörigen Bogens von x^ bis 0:2 wird 

^i*' V a* — er- 
setzt man hierin 0^= a.sing)^ also a?i = asm5Pi und «Tjsasm o^^, 
so wird der Bogen 

/(p2 

wenn man unter £(qp) das elliptische Integral der zweiten Gattung 
Yersteht. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche erhält zu sei- 
nen Coordinaten: 

P3E ■ 1 1 1 ■■ 1 1 ■ ' ' • ' ■ — _L ■ i._ 



Setzt man x^^a^ 4r^=Q, so erhält man für den Schwerpunkt des 
elliptischen Quadranten die Coordinaten |==^, 1; = — ^ . 

d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogens erhält zu sei- 
nen Coordinaten: 

+ £Üiii5!) log ( iV«l^ + ^!^ \ 
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VT— e* |«i yja^—e'xjl* — »1 V«' — «'»1 



»? = 



-j- — örc I 5111 = — 



o» 



2aj£(y,)-£(9?,)| 



Setzt man hierin x^^^a und jr^ =0, welchen Werthen 9>2^ o" '"^^ 

9j^ = entsprechen, so erhält man für den Schwerpunkt des vierten 
Theils desUmfangs der Ellipse: 

a(l-e'), /T^ 



f = 



2E' 



jVl — e^ T arc («in= e) \ 

^=aVI=?^ _ i 

WO unter B' wie gebräuchlich das sogenannte vollständige elliptische 
Integral der zweiten Gattung verstanden wird. 

e) Der kubische Inhalt des Körpers, der durch Umdrehung der 
in a) genannten Fläche um die Xüxe entsteht, ist 

Setzt man hierin x^^ a und x^ = 0, so erhält man für den kubischen 
Inhalt der Hälfte des Rotations - Ellipsoids : 

f) Die krumme Oberfläche des in der vorigen Nummer e) er- 
wähnten Umdrehungskörpers ist 

. 2 ^ / • ex2^a^ — e''xi^ — exsJa^ — e^jr,' 
+ o* arc I st» = — =-' 5—5 1^ L 

Setzt man hierin 0^2 = und a;| = 0, so erhält man die Oberfläche 

des halben Rotations -Ellipsoids =a^7t^l — e^.arc{sin = e). 

g) Der Schwerpunkt des in e) genannten Körpers liegt natürlich 
auf der Rotationsaxe , und seine Entfernung vom Anfangspunkt der 
Coordinaten ist 
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Setzt man hierin 0^2 = und j:|=0, so wird die bezügliche Coordi- 
nate des Schwerpunkts des halben Rotations -EUipsoids s=:-|-a. 

r 

h) Der Schwerpunkt der in f) genannten Oberfläche liegt natur- 
lich auch auf der Rotationsaxe und seine Entfernung vom Anfangs- 
punkt der Coordinaten ist 

2 



3 c» 



. j(a*-e'a?,y/»— (a'— e^V//»| 



x^yja^ — a?2* — x^yja^ — ^1* 

-f- a* arc l siu = 5 I 

Setzt man hierin x^=sa und arj = 0, so wird die bezügliche Coordi- 
nate des Schwerpunkts der Oberfläche des halben Ellipsoids 

2a.jl — (l—O'/ij 

^ 3e* arc («t» = 0) 

3) Untersuchung der Hyperbel in der hierher gehörigen 
Weise. 

a) Aus der Gleichung der Hyperbel (s. S. 125) 

ergibt sich der Flächeninhalt eines Stücks, welches zwischen den zu 
den Abscissen x^ und x^ gehörigen Ordinaten, der Abspissenaxe und 
dem Hyperbelbogen liegt 

l \x^ + sx^^—a*j\ 

Wenn man die Fläche vom Scheitel ab nimmt, so wird jc^^^a und 
x^ SS irgend einem x, mithin der Ausdruck der Fläche: 
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■ »r 

b) Die Länge des zwischen denselben Grenzen liegenden Boget^ 



wbrd 






a 



Da X stets grösser als a ist, so setzt man ar= — : , wodurch die- 

itng> 

ses Integral übergeht in '' 






Da die Excenlridtät e bei der Hyperbel >1 ist, so wird — ein editcr 

e 



Bruch, mithin liat-i/ 1 — -jstny* die für die Untersuchung passend- 

ste Gestalt, welche in der Theorie der elliptischeir Funktionen ge- 
wöhnlich durch Aq) bezeichnet wird. Das Integral 

dq) 



/ 8tn q>' 



lässt sich aber so darstellen: 
/ sin 0' 



ecos 
sin 



oder: 



wo F die elliptische Funktion, der ersten und E die der zweiten Gat* 
tung bedeutet. Soll der Bogen der Hyperbel vom Scheitel ab geredh 

7$ 

net werden, so ist Xj^ = a, a;*^Äjr zu setzen, also 9 ^ -^ uad 
q)^'=g)y wodurch man die Lange des Bogens jerhälU 

wenn F und ^' die sogenannten vollständigeo Integrale der ersten 
und zweiten Gattung bedeuten. 



303 

c) Der Scliwerpnnkt der in a) genannten Fläche liat zu seinen 
Coordinaten 

Xi yjx,'— a'- a:t yja;,^— a« - a' log l ""^ +>(!lZ:^ \ 
»1=5 ! ' — 

Wenn es sich um den Schwerpunkt einer Fläche handelt, die vom 
Scheitel der Hyperbel anfängt, so darf man nur jr^=rO und ar^j^^a: 
setzen. 

d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogcns wird durch 
folgende Coordinaten gegeben: 

•Y flg C08 g>2 Ajpjg -|-oe cosy^ Ay^ 



«my^* sinq>^ 



s^ = 



^ a(e^ — 1) 
+ T : 



\ {coscp^ + A q>i)sinq).^ ) 



+ e(£[()P.J-£[(iPj) 

^-eco5y,Ay,_eco»y,Ay._6i-L ~- 

+ e(E[(p^] — E[(p,]) 
Wenn der Bogen vom Scheitelpunkt der Hyperbel aus gerechnet wird, 

TV 

50 ist q)^=sq> und y ^ = -^ zu setzen , mithin 



/ f(<p).dfp=i f(.fp)d<p—i 



und ei werdea als- 

dann die Coordinaten des Schwerpunkte: 

39 
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•^oecoiyAy ^ o(e' — 1) , | g(co»y + Ay) | 

c) Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht, $o 
entsteht ein Rotationshyperboloid, dessen kubischer Inhalt wird 

= -i-(e»-l)nfjx,«— *,»-3a» (*,- a?j) j 

und wenn man vom Scheitel ausgeht: 

= -J- («' — 1) nr (*» — 3 a* j: + 2 a») 

f) Die krumme Oberfläche desselben Körpers wird 

— - loa / 1^2-±-^^^2\! 

und wenn man vom Scheitel ausgebt 

g) Der Schwerpunkt des in e) erhaltenen Volumens liegt oatAr- 
lieh auf der Rotationsaxe und seine Coordinate wird 

Wenn man vom Scheitel ausgeht, wird 

e__i (x + a)'(jf — a) _^ 3 g CO» y' (1 + «m y) 
* * * sc*— 3a* ~ * smy (1-3 «ny») 
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h) Der Schwerpunkt der in i) genaanteu Oberfläche wird eben- 
falls nur durch eine einzige Coordinate gegeben: 



1= 






•f-ae ^e'-KA^ya — A^y.) 



eA^t eAyi 1 . / (1 + Ay»)««^! \ 

Wenn man vom Scheitel ausgeht, wird 
2 



~ j (e^ ^ » - a^//« - a^ (e^— 1) V«*- 1 j 



4) Untersuchung der Cissoide des Diocles. 
Nach Seite 127 ist die jUleichung dieser Curve 

mithin wird 

a) Die Fläche, welche zwischen zwei zu den Abscissen jr^ und 
1^2 gehörigen Ordinaten liegt: 

+ S.r^ arcl »m» (^2-r)>/2rx,-a>,«-(a>,-r)V2rx,-^\ 

Fangen wir dieses Integral von Xi = an und gehen bis jc^=^2r^ 
so erhalten wir für die Fläche des gesammten Raums zwischen der 
Curye und ihrer Asymptote, aber nur auf der einen Seite der 
XAxc = -i-r^TT, mithin die gesammte Fläche zwischen der Curve 



8»8 

und ibrer Asymptote =3r^7r, d. h. das Dreifache Ton demzurCou- 
slruction der Cissoide erforderlichen Kreise. 

b) Die Länge des zwischen denselben Ordinalen liegenden ßo. 
gens wird 



V 2r— jTj V 2r— JTi 

'^ "^ i ( yiSr—dJCi + V6r— 3x2) (VSr— 3»^ — }j6r— 3*, 
Fängt man den Bogen vom Scheitel an zu rechnen, so wird er: 

==2r ^^EÜ-ir+r/Slogi (^+/'^)(^^~ fJE!^^ 

V 2r— X ^ * 1(2— /^3)(V8r— 3a!+>/6r-3«) 

c) Für die Bestimmung des Schwerpunkts der in a) angedeute- 
ten Fläche erhält man: 

\ 



_ («Ta— r)V2rj f ^ — fC j« — (x^ — r) >/2r*2 - xj 

sm — ö 

1= 



-i_ 3 -s / • («■« — r) yj'irXi — JCj^— («,— r) V2r j:„ — V \ 
+ -f-r*arc I sin =-^— 2 '—^ '■ i^ — >;-* -^ ? L I 

,= l\2r-xj_ 

^^W2i^^:=V-^^V2ra,,-x,« 

+ -i-r»«rc( «-n »= ^"''"^^ ^2;^^^=^' -- (^- r) >/2r;r, -a;/| 

Nimmt man die 'ganze Fläche, welche zwischen den beiden unendK- 
eben Aestcn und der Asymptote enthalten ist, so liegt deren Schwcr- 
•punkt natürlich auf der XAxe und zwar um das Stück ^=t=2r vom 
Anfangspunkt der Coordinaten entfernt. 



so» 

d) Zui* Bestimmung des Schwerpunkts des in c) bestimmten Bo- 
geus erhält man: 



8r— 3xx 



£_ f (VSr — 3jra + >/6r— 33?^) (>/8r— 3^^ - >/6r— 3a?i) i 



8r— SiTj 



>? = 



2r — iTj 

( (VSr~ 3^:, + >/6r— Sx^) (>/8r— S*» — ^ör — Sjrj J 
r(4r— <tg> ,_ -—- r(4r— jr^ k 5 — 5 

, 8r* / (3j:„— 4r)(3a!.— 4r)+3>/8rj!»- Sar^^^Srx.-Sx,» \ 

„ /8r— 3j:„ _ / 8r— 3jr, 

^^V 273^-^-V 2;=^ 

. ^ />3 ^ ( (V8r- 3j:^ - V6r— 3jr J (>/8r ^ 3a;, + >/6r ~ 3^) | 

f (VSr — 3a?2 + >/ö^— 3a?a) (V^r— 3jri — ^6 r — 3jFi) I 

Nimmt man den gesammtea Cissoiden- Bogen, also beide unendiiche 
Aeste, so liegt der Schwerpunkt wieder auf der XAxe um das Stuck 
f=2r von der Spitze der Cissoide entfernt. 

e) Denkt man sich das in a) genannte Stück der Fläche um die 
XAxe gedreht, so entsteht ein Rotationskörper, dessen kubischer In- 
halt wird 
1=^ TT (2 r — ;r J (22 r» + 5 rx^+x^^) — |-7r (2r— a:^) {22r^+firx^'\'X^^) 

Rechnet man von der Spitze der Cissoide aus bis zu einer beliebigen 
Ordinate, so wird dieser Ausdruck: 

i) Dreht man aber die Cissoide um ihre Asymptote, so erhält 
man den dadurch entstandenen Körper: 
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7t /(2r— jr)*.(ly = -f7r(3r2— 5rjr|+aJ*i*) ^2rx^—Xj^' 

+ r'^arc ( cos = (r-x^)(r-x,)J^2^i - ■r.»>/2r^,-Vj 

Lässt man die gedrehte Fläche bei der XAxe anfangen, wo also a;|a=0, 
so erhält man diesen Ausdruck: 

Setzt man hierin jr^2r, so erhält man als kubischen Inhalt des Kör- 
pers, der durch Umdrehung der einen Hälfte der Cissoide um ihre 
Asymptote entsteht, =r^7r^, also hei der vollständigen Gissende na- 
turlich das Doppelte. 

g) Denkt man sich den in c) bestimmten Bogen um die XAxe 
gedreht, so erhält man eine krumme Oberfläche, deren Fläcbeniphalt 
wird: 

2r — jTj * 2r— a?| ^ ' 

Wenn man hierin a7|=0 und x^^ x setzt, so erhält man die Ober- 
fläche, welche von der Spitze ausgeht, bis zu einem gewissen Scboitt, 
der mit der Asymptoten- Ebene parallel geht; sie wird: 

h) Der Schwerpunkt des in e) bestimmten Rotationskörpers liegi 
natärlich auf der XAxe und zwar ist seine Entfernung von der Spitze 

■f(ar— ir,)(22r»+5r«', +»,•»>—• i-(2r— a-2)(22r» + 5r<r,+«i*) 

^\2r—xi 
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i) Der Schwerpunkt des in f) gebildeten notationskörpers liegt 
offenbar auf der Asymptote und seine Entfernung von der XAxe wird: 

^ "^ 4- (3 r' ~ 5 r J^i + Xi^) Vär^V"^ 



Fängt man den Körper von der X ZEbene an , wo y = und auch 
07 3=0 ist, so wird 



7 = 



~-(3r* — br:c+x'^)^2rx — jt^ +r^arcl cos = 1 



Setzt man hierin y = QO, also j: = 2r, so erhält man für den Schwer- 
punkt des Rotationskörpers, der durch die Umdrehung des einen gan- 

4r 
zen Arms der Cissoidc um ihre Asymptote entsteht : ?; = — . 

k) Der Schwerpunkt der Oberfläche, die durch Umdrehung der 
Cissoide um ihre Asymptote entsteht, wird: 



3 



l4r- .r, + VSrjTj— 3Vl(2r— *,) 

— 8 r« l'og \ ^ 

4r— Ä-j + VSra?!— Sx^ *| (2 r — a: ,) 






_ (3a;^— 4r) (3^;,— 4r) + 3>/8rj,— 3», S/8rj:.^— 3^,»\ 
16r^ / 

*^'~2V(8r— 3jr2)(2r— J-,)— 2V(8r— 3a!i)(2r— aj 

_^r . | ->14r + 6xt + 2y"3>/(8;^3a;,T(27^=^ > 
/^ i — 14r + 6a!j + 2/'3V(8r— 3a;,) (2r— «j)) 

Fängt die Oberfläche von der XZEbene an, so ist 
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r» . \ /5 3 — 5 Q 2 1 4r — jr+VSra;— 3a;* 

(|-r + rc) V8a;— 3j:2._8r'% 2i2r— jr) 



V — 



, 8r» / Sx'— 4r\ 8r»a 



2V^8r — 3x)(2r — a?)— 8r 

2r , — 7r + 3a? + /'3V (8r— 3ar)(ar— J) 
"T^^''* (-7 + 8/-3)r 

5) Es soll die Conchoide untersucbt werden. 

Nach S. 131 ist die Gleichung der obern Conchoide: • 

a) Die von der XAxe, einem Curvenbogen und zwei Ordinatea 
y^ und 1/2 begrenzte Fläche wird: I y.dx 

Fangt man die Fläche von der FAxe an, so hat man 2^i = a zu sez- 
zcn und man erhält 

b) Die von der FAxe, einem Curvenbogen und zwei zu den 
Ordinaten t/^ und ^2 gehörigen Abscissen begrenzte Fläche wird: 

jp.dy 
+ i a^ arc ( .m == ^^i^5Zz.3M^^ 
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Fäogt man diese Fläche von dem höchsten Punkt der Conchoide an, 
so bat man 2/2=^ und yi^=y zu setzen, wodurch man erhält 






4-a» 



c) Die Bestimmung der Länge eines Bogens der Curve führt auf 
ein hyperelliptisches Integral. 

d) Der Schwerpunkt der in a) bestimmten Fläche wird durch 
seine Coordinaten in folgender Weise gegeben: 

b «rc( «n= yW«'-yt^-y.'>/a!^j^.^ \ 

\«y2+y2va — yiV 

i (y,» -y2*) + i6'yi"-y,*)-a»6»( i- i )- aHlog ^ ) 

t \ »t y2 / _ y I / 

Fängt man die Fläche von der FAxe an, so hat man yi = a zu sez- 
zen und es wird 

4-(«'-y^ + iHa2-y^)-an»(4-^)-aH%?- 

fc.^ \ " y / " 



>? = 



40 
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e) Der Schwerpunkt der in b) genannten Flfiche wird so q 
funden : 

-f (2 yj» + 3 6 y, ^ 2 a») yj^-^^- -4-(2y, »+36y, -2a»> V^^ 

^^ \ a 



§ = 



,11 / . yi V«* — Vi* — yW«*— »i'i 

+ -i- a' arc I st» = --^-^ ^i — ^ ' ^ ^ I 

Fängt man diese Fläche von dem höchsten Punkt der Conchoide ao, 
so hat man y^^^^ ^'^^ Vi^^H ^u setzen, wodurch man erhält: 

>?=» izzi: " 

- (6+ i y) Vo*- y' - ««• % -rrf=-^ 



+ -2" o' orc I «m = -^-^ j 



0*6" . t»— a» .6 






^' = 



ML 



+ Vo*— y« A « 
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i) Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht, 
io wird der kubische Inhalt des dadurch entstandenen Rotations - 
Kirpers 

und wenn inau diesen von o; == , d. h. von ^| = a anfängt , so 
wird er 

g) Wenn man die in b) genannte Fläche um die FAxe dreht, 
so wird der kubische Inhalt des dadurch entstandenen Körpers 

und wenn man diesen von einem beliebigen y bis zur Grenze der 
Gissoide, d. h. bis y2=^a nimmt, so wird der Inhalt 

=^j-f y^ + hy^ + (b^- d')y + — I 

— Tral— f-a»+a6+26*j+2;ro*ft% — 

h) Der Schwerpunkt des in genannten Rotationskörpers liegt 
natärlich auf der XAxe und zwar ist seine Entfernung vom Anfangs^ 
i^unkt 

\{yx'-y2'')+^b{y,^^y^)+aH(y,^y^) + aHlog^~^ 



»nd wenn man die gedrehte Fläche von der FEbene, wo ^i = a ist, 
^ rechnen anfangt, so wird der Körper 
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ia« + i-aH-i:y*—^hy'-aH9 + a»6« log ^ 

^(y+2o') yja*— y^—a'* bare l cos =^ j 

i) Der Schwerpunkt des in g) genannten Rotationskörpei-s liegt 
in der FAxe und seine Eulfemung Tom Anfangspunkt ist 

-^(y»*-yi»)+«'6'%7 

V I 



yi 
und indem man diesen Körper von einem Sdmitt aus rechnet, der zu 
einem beliebigen y geliört bis zur äussersten Grenze, wo Jf2 = ^ ^^^ 
so wird die FCoordinate des Schwerpunkts dieses Körpers: 

i- «♦ + faH- ia»6» + 1 y * + -f-y «— J (a'- 6^) y»-2a' 6 y + a' Wojy 

' /,2A2 — — —• 

y y 

6) Untersuchung der logarithmischen Linie. 

Nach S. 133 ist die Gleichung der logarithmischen Linie 

iL 

ff^m.logx oder s^=^e^. 

Oder wenn man ganz difficil in Berücksichtigung der Dimensionen der 
einzelnen Grössen und deren Bezeichnungen sein will, was gewiss viel- 
fach zweckmässig, aber auch häufig weitläufig und für den Denkenden 
überflussig ist, so wird man die Gleichung in dieser Form v^ählen 

.r X 

müssen: y^=^m.log — -oder- x=me m. 

rn 

Möge es hier geschehn. — 

a) Der Flächenraum, welcher zwischen zwei zu den Abscisseo 
Ä*! und X2 gehörigen Ordinalen, der XAxe und dem Curvenbogen 
liegt, wird 



m* i e " — e" I = m (.Tj — <ri) 
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Fäugl man diese Fläche von dem Punkte an, wo y=0, also dr|=rm 

ist, so wird sie ^=mxlog mx-i-m^ 

tn 

% 

b) Der Flächenraum, welcher zwischen zwei Abscisscn X| und 
jTs der Ordinaten- oder FAxe und einem Curvenbogen liegt, wird 

r 

Setzt man hierin jr|=0 und jc^^^t so wird der Flächenraum, der 
zwischen dem unendlichen Ast der Curve, der FAxe, die zugleich 
Asymptote ist, und der Abscisse x liegt, =mar, d. h. gleich dem 
doppelten Dreieck, welches von der Abscisse x, der zu diesem Punkt 
gehörigen Tangente und der FAxe gebildet wird, weil die auf der 

FAxe abgeschnittene Subtangente =jr.-p= m ist. 

c) Die Länge des Bogens, welcher zwischen den, in a) genann- 
ten Ordinaten liegt, wird: 

\X2 sm^ + Xf^ + m ar^ I 

d) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche ist gegeben 
durch 



+ m.r| log -^ +m ^oir^ — x^) 

in 



V — 



S2 log— — j^i %— — (^^2 — J^i) 



in m 



^ 7/ • Tf * 

^1 log -— — «^1 % -rf — (J^2 — ^j ) 
fit 171 

und wenn man die Fläche von dem Punkt ys=0 annimmt, so wird 
^1 s=x m also 
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log— I —mxlog h»tjr— m* 

fit / fit 



"^"^ X 

xlog x + m 



m 

X 



j._ ^ ^ fit * * 



xlog « + fit 

e) Der Schwerpunkt der in b) genannfen Fläche wird 

msnlog — — tnxglog — — fit(xj — x^) 
_ ^ ^ m * ^ fit 

^~" fitCJ^j — ^i) 



•*2 ^^ »»i 

Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht, 
so wird der kubische Inhalt dieses Rotationskörpers 

_2(fc,a)+2J 

Fängt man ihn von y = 0, d. h. von jr| = wi an, so wird er 

UQd nimmt man das Integral von o^i = bis a?2 = fit (wobei zu be- 
merken, dass xlogx, für a;=0, selbst =0 wird), so whrd der Kör- 
per, der durch die Umdrehung d e s Curvenarms entsteht, für welchen 
die FAxe Asymptote ist und der andrerseits durch diese umgedrehte 
FAxe, d. h. die FZEbenc, begrenzt wird =2fn*7r. 

g) Der Schwerpunkt dieses so eben entwickelten Rotationskör- 
pers wird naturlich auf der XAxe liegen und zwar 

^».•.!(:.,a)'_(,.,s)+^j_x„..j(fc,5)' 



§= 



.,|(,i,a)'_2(,.,fi)+2|-a„j{<„a)'-2(fo^)+S^ 
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Fängt man den Körper von y = , d. h. X| = m an , so wird 



4 m* 



1 = 



..j(%^)-2(%|) + 2J-2 



m 



und endlich ergiebt sich der Schwerpunkt für den Körper, der sich 
von j^i =0 bis a?2 = w» erstreckt ^=-5-»?. 

h) Wenn man die in b) genannte Fläche um die FAxc dreht, 
So wird der kubische Inhalt dieses Rotationskörpers 

Setzt man hierin 0^1 = und X2==m, so erhält man für den Körper, 
der durch Umdrehung desjenigen Arn^s der Curve um die FAxe ent- 
standen ist, für welchen diese FAxe Asymptote ist, als kubischen In- 
lialt -^m^n. Um den Körper zu erhalten, der durch die Umdrehung 

eines Theils des andern Arms entsteht, setzt man a:*|=:9n und 0^2 = 07, 

mithin wird der kubische Inhalt 

i) Der Schwerpunkt des so eben genannten Rotationskörpers 
liegt natürlich auf der FAxe und zwar wird 

jn^\ (%t)- i |-«'VJ(%S)-^ 
^ oTo^ — a?j- 

Setzt man hierin Xj =0 und 0^2 =«w, so wird der Schwerpunkt des 
Vorhin =-|-m'7r gefundenen Körpers: 

7) Untersuchung der Ketten li nie. 

Auf S. 141*) war die Gleichung der Kettenlinie 



*) Die auf genannter Seile angedeutete Lage der Coordinaten • Axen 
steht mit der dort angegebenen Gleichung der Kettenlinie nicht im Ein- 
klang. Der Anfangspunkt der Coordinaten muss nämlich um das Stück m 
veriical unterhalb vom tiefsten Punkt der Kette liegend gedacht werden. 
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X X 



mithin wird 

a) Der Flächeninhalt eines zwischen zwei Ordinalen liegenden 
Stucks 

und wenn man vom Anfangspunkt der Coordinaten anlangt: 

(X x^ \ 

c"^ — C "»" / l 

b) Die Länge des Bogens, der zwischen denselben Ordinalen 
liegt, wird 

( ^ — — ) i ^ — ^ 

und wenn man vom tiefsten Punkt der Kette anlangt: 



I £_ X \ 



c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche hat zu seinen 
Coordinaten : 

gm — ß m — gm ^g m 

.. _ (a?2 — ^) g"* — (JCa + m)g ^ -— (.Ti — m)c*» +(a:' i + w^ c "»^ 

^1 ■ X.^ Xi Xi 

e'm — g lir — e*» + c "^ 
und wenn man vom Anfangspunkt der Coordinaten ausgeht: 



^( 



2x — ?f \ 

' X X 

ßtn — g «r 



j^ (aj — w) e"» — (x + m)e "» + 2m 

b =^ 1 1 



a? X 



ni 

d) Der Schwerpunkt des in b) genanoteD Bogens hat zu seinen 
Goordüuiten: 

r = — ^ ' ^ ' 

and w«an man rom tiefsten Punkt anfängt: 



(2x _^2x \ 

me» 4-447— sie » I 







— e 


m 




(a;- 




-(a: 


+ w)e 






X 


— c 


a; 
m 





?= 



e) Wenn man die in a) angegebene Fläche um die XAxe dreht, 
so wird der kubische Inhalt des dadurch entstandenen Rotations- 
körpers : 

= -|-iii*7r. j^ e « +2ar,— ^ «» J 

!2api 2a;i 

III -r- - -. m — -— 

— e *» +2ä'|— -^ e "• 

ond wenn man ihn von j; = ab rechnet: 

2x ' 2x 



= 4-1»' TT? WC"* + 4a? — m« 



m 



oder durch die FCoordinate ausgedruckt » indem man Ton y^m an- 
fingt: 

Wenn man eine Fläche, die von zwei XCoordinaten, einem 

41 



zu 

Cür?enbogen und der FAie begrenzt ist, um die FAxe dreht, so 
wird der kubische Inhalt des hierdurch entstandenen Rotationskörpers : 

oder wenn man ihn durch die FCoordinate ausdrückt und ihn von 
y = m an rechnet, 

i tn ' } { tn 



m 
+ 2m^ Ttiy — iw) 



g) Wenn man einen Bogeft der Kettenlinie um die XAxe dreht, 
so wird die Oberfläche 

me *» +ix2 — me *" I 

oder wenn man sie von jr^ = an rechnet: 

we*" +4a7 — me "* | 

h) Wenn man den Bogen, der zwischen zwei X Coordinaten liegr, 
um die FAxe dreht, so wird die Oberfläche -..)' 

^m _^g. .:m j — m^Try«*» +« "* / — mnx^\e^ — e •» / 

oder wenn man sie durch die FCoordinate ausdrückt und sie von 
y = m an rechnet, 

== 2 m TT V y^— w* % I ^ I — 2 w TT (y — m) 

i) Der Schweifpunkt des in e) genannten Rotationskörpers liegt 

. ■ - ' • '\ • ■ . ■ - 

auf der XAxe Und seine Coordinate wird, wenn man der Einfachheit 
wegeri von otäG anßngt: 
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oder wenn man den Ausdruck durch die FCoordinate wählt und dann 

« 

von y=m anlangt: 

+ 4-f»(m*— »*) 



r= 



yVp:zi;,»+«^%(?^±ifc^) 



k) Der Schwerpunkt des in f) genannten Rotationskörpers liegt 
auf der FAxe und seine Coordinate wird , wenn man sie gleich durch 
die FCoordinate ausdruckt . und hei y=^m anfängt: 

+ 2 (-?— m) 



1) Der Schwerpunkt der in g) genannten Rotationsoberfläche liegt 
auf der XAxe und seine Coordinate wird: 

2a;«2 

_i_o * 

2 



j(a..-|)e»'-(^, + |} 



Wfl a?2— TT I« *" — (•«'2 + -0 1« "* +24^^* 



S = 






oder wenn man die Oberfläche ron x^saQ anfängt: 



m 



|(*-|)e™-(«+f)e •»+2x»+mj 



2£ __2» 



SM 

I 

in) Der Schwerpunkt der in h) genannten Rotationsoberfläche 
liegt auf der FAxe und seine Coordinate wird, wenn man gleich die 
Oberfläche von y =»m anfangt : 

8) Untersuchung der gewöhnlichen Cyclo ide. 

Wenn maa die Gleichung der Cycloide (S. 128) in der gebräuch- 
lichsten Gestalt schreibt, indem man die Gerade, auf welcher der 
Kreis rollt, nicht wie dort die darauf Senkrechte zur XAxe wählt, so 
wird sie 



re^r.orel cofia-«— ^ I — V^rsi— 3^ 



oder als DiffiBreAtialgtekhung : 

dx y 

4jf^V2ry— y* 

a)> Der Flicheninhalt eines Stücks , welches zwischen zwei Ordi- 
nalen y^ und y^ liegt und von dem zwischenliegenden Cycloiden- Bo- 
gen und der Abscissenaxe begrenzt ist, wird: 

und iSngt man die Fläche vom Anfangspunkt der Coordinaten, also 
von, y^ = & an» sa wircl. ^ie 



2 



^^2ry^y^i^^r^arc(cos = ^j 



Wenn man die Fläobö von ybj^=?=0- bis yt,^%r niiamU.«) wWlt «mo 
-^r^Tt als halbe cycloidiscbe Fläche oder %r^7t für den ganzen Raum, 
der bei einer vollständigen ümwäfeung des Kreise« erzeugt wird. — 
Der Raum, der von einer durch den höchsten Punkt der Cycloide mit 
der XAxe parallel gezogenen Linie», durch die Cycloide und durch 



zwei in den äussersten Endpunkten errichteten Ordinaten begrenzt 
ist, wird =r?.^. 

b) Die L^ge des zwischen denselben Ordinaten liegenden Bogens 
wird 

= 2 yj2r V2r— y 1 — 2 V2r yJ2r — y^ 
and nimmt man dieses von y^==0 bis j^2=2r, so wird die Länge 
der halben Cycloide =4r, also die ganze Länge, welche bei einer 
vollständigen Umwälzung erzeugt wird, =8r. 

c) Die Coordinaten des Schwerpunkts der in a) genannten Flä- 
che werden: 

'"" (3 r + yj V2ryi-yi»-(3r+y,)V2ry,-y,» 

— l-r« j «rc ( CO« = ^^* )j * +-|-r»( arc ( cos = ^^ ) j ' 

Weim man die ganze Hätde der Cycloidenfflche nimmt, also ^1 = 

8r 
und yj = 2.r setzt, wird Jj^^r und ^=5 — h-J-rTr. Will man die 

.gmz« Fläche haben, s<f ist zwar für beide Gpenzen die Ordinate =0, 



d. h. sowohl yi=0 als auch yi«=0, dagegen wird arcl co8= — ^ 1=0 

und arcl cos = -^^^ j =r 27r, mithin erhält man als Coordinaten 

des Schwerpunkts: 

iy=a-|-r und ^^s^rTT. 

d) Die Coordinaten des Schwerpunkts des in b) genannten Bo- 
gens werden : 

■I- (4r + y,) V2r=^— 4^j4r+3f2) >/2r-y, 

V2r— y,— >/2r— »2 

r^2rr-yi arc(^ cos^^-^^ )— (2r— J-yJ VyT 

— rV2r-y2arc(co5^^|+(2r— |.y2)V^ 

Nimmt man den Bogen vom Anfangspunkt bis zum höchsten Punkt 
der Cycloide, so werden die Schwerpunktscoordinaten dieses Bogens: 
i? = -rr, §=-|-r. ... 

e) Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht, 
so entsteht ein Körper, dessen kubischer Inhalt ist: 

Nimmt man diesen Körper von yi^BO bis y2 = 2r, so wird der ku- 
bische Inhalt des durch die Umdrehung der .halben Cycloide Um die 
XAxe entstandenen Umdrehungskörpers «=-|-r^7r*. 

f) Wenn der in b) genannte Bogen um die XAxe gedfeht wird, 
so wird die krumme Oberfläche des dadurch entstandenen Rotations- 
körpers 

==-^W27V2r-y/.(4r + y,)-^7r/'2rV2i^.(4r-y,) 
oder wenn man diese Fläche von yi = bisy2=2r nimmt, so wird 
die Umdrehungsoberfläche der halben Cycloide =^7tr\ 



vg) .Der auf der XAxe liegende Schwerpunkt des in e) erwähn- 
ten Rotationskörpers hat zu seiner Coordinate 

■|-r»(y2-y,)+^r«(y,»-y,«) + ir(y,»-y,»)-ify,«-y,«) 

-/(i:».* + -f 7» + i»-') V2ry2-y2» . are ( cos = ^ ) 
+ r (x3/i* + i ^»1 + T»-*) V2ry,-y,» . arc( cos = ^^ ) 

+ f r* forc ( cos = ^^ )] * — I- r* [arc (co» = ^^)1 ' 

— <iy2^ +-!->• yi +-f>^) V2ry ,^y,« i ' ■ '■- 

Nimmt man den Körper voii yi=^0 bis jjf2==2r, so wird die Coor- 

"'•'•' 28r ■ ■ 

dinate des Schwerpunkts = •t^' + tt^* 

h) Der auf der X Axe liegende Schwerpunkt der in f) erwähnten 
Rotationsoberfläche hat zu seiner Coordinate: 

— r (4r + yj) yl2r—y^arc ( co$ — ^^-—^ ) 

' + r (4r + yi) ^2r—y^ arc ( cas= — ^ ) 

^= ! • - u_I : 

(4r + y,) V2r— yi — (4r-.y2)V2r— ya 
Wenn man diese Oberfläche von ^^ = bis y^^^r nimmt, so wird 

die Schwerpunktscoordinate =ffr + 7rr. 

i) Wenn man eine Fläche, die von zwei Abscissen ^| und iT^, 
Yon einem Cycloidenbogen und yon der F Axe begrenzt wird , um die 
FAxe dreht, so wird der kubische^ Inbiält d^ dadurch entstandenen 
Roi2|tionskörpers : 

+ rft{3r—y2)^2ry2 — yz^.arcl co8=i^—^ l 



\- 



ts^ 



4 i -r:^1f 



„ ,, =0 bis ya=»*^ 
,„d .e«n «an die ge re ^ ^^„,_,»^)r». ^^,^^ ^^^^ ^ g, 

,s Die Urutau.« OU^^^ ^ ^" ^ 

1 a^ese. .^eae. ,«o V^^^^^J^* ,,,Uo...5.pe« Ue, 
.-.rUch auf der Y^xc u r-JÜ V 



rjilJti 



* 1.4 






I "iTi.orclco» 



^^ 



+ j,,(9r'-i^«»-^ 



«nd wenn man den Körper von yi»0 bis y^^^^r nimflit, wird 

(277H— 128)r 
^"^ ISft» — 336 

m) Der Schwerpunkt der in k) genannten Oberfläche hat zu sei- 
ner rCoordinatc: 

—^ r(ir+ yj) V2r— y, . arc l cos = ^^ j 

(2r — iyi)Vy;^ — rV2r-yj.arc^co«=^^=^ j 

— (2r - \yi) /*yt +r >/2r^^ . arci cos = ^^^ j 
and wenn man hier wieder von yi =0 bis yi»2r rechnet: 

n) Wenn man sich in der Mitte der Cycloide eine Linie parallel 
mit der FAxe gezogen denkt and diese zur Drehungftaxe annimmt, 
wenn man femer von zwei Punkten der Cycloide, deren Ordinaten y^ 
und ys sind, Linien parallel mit der XÄxe bis zur Drehungsaxe zieht 
und darauf die toii diesen Linien und von dem Curvenbogen begrenzte 
Figur rotiren lässt, so wird der kubische Inhalt des dadurch entstan- 
denen Körpers: 

s=r*7r(yi — |-r)jarcl cos=z ^ \\ +r7v\Sr^7t — irny^ 

+ i^r—yt) V2ry2— ya* | arc l cos:= ^-^^ \ 

— T7%^ (3r — ya) yj2ry^—y2^—ny^ (9r'— ttV— f-ry^ + -J-ya') 

— r^7r(y|— 7-|-r)!arci cos =± ' || — r^|3r*7r — 2r7ryi 

+ (3 r-y,) >/2ry,— y,^j arc {^cos=^ ^JI^I ^ 

+ r7rH^r— yi)V5?ryi— yi»+7ryi(9r*-7F*r*— l-ryi+iyi») 
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Nimmt man die ganze Hälfte der Cycloide als gedrehte Fläche an, so 
wird der Inhalt des Rotationskörpers 

o) Die krumme Oberfläche des in der vorigen Nummer genann- 
ten Rotationskörpers wird 

= 4r7i'yl2ryj2r—yi+i7ti2r—^ifi)^2rfi 

— 4 TT! ^2 r V2r — y^ . arc l cos = - j 

— 4rnr»V2rV2r— »» — 47r(2r— i-yj)>/2r^ 

+ 4r TT V2r V2r — y^ . arc l cos = — — I 

oder wenn man den rotirenden Bogen Ton Vi =0 bis yjss2rnimmt, 

= 8r»7r(7r— f) 

p) Der Schwerpunkt des in n) genannten Rotationskörpers liegt 
natürlich auf der eben dort gewählten Rotaliousaxe und seine Entfer- 
nung von der XAxe wird: 

ir*(2»j»-5r») . j arc ( co« = -~*^ J|'+j-l-r(15r' 

+ 5 ry, — 4y,») >/2ry,— yj* 

+ r»jr(-|-r»— yj*) j . orc/ cos =^^^ J+-|-7t'r»y,» 

+ ^ ry,» V2ry,-y,»- * r«y, — A r»y2' + f r y,«— ^yj« 
— ■T^'(2»i* — 5r«) . jarc/ cos= ^^=^ \r — j-i-r (15r» 

+5n/i-4y,')V2ryi -y. «_r'7r(Ar»_y,J) j. arc( C08= ^-^ ) 
— -i-TtV^,*— 7rry,»>/2ry,— y,» + -^r'yi + ^r^yi » 

— -S-yyi' + j-gi* 

^*(yj —!•»•) .j arc ( CO« = ^^ )j +r.J3r»7i-2r»y, 

+ (3r— y,) V2ryi— y,*j . arc/ cos « ^^^ ) 

— r;r(3r~y,)>/2ry,— y,»— y, (9r»— ««H— f ry, +^y,«) 



>?= 



881 

— r^Ofi — -f-^ • \arcl cos = ^ l| — r.|3r% — irny^ 

+ rniSr-y,) V2r3r, — y, ^+y, (9r^-;rV'-^i|.ry, + iyi') 

Nimmt man die ganze Hälfte der Cyclöide als gedrehte Fläche än^ so 

wird die Entfernung des Schwerpunkts des Rotationskörpers von der 

XAxe: 

_ (45;g»— 128).r 
"" 24(371»— 2) 

q) Der Sckwerpunkt der in.o) genannten krummen Oberfläche 

hat zu seiner Entfernung von der XAxe: 

— -|- V2r(4r +yi)^2r — yj^.arc l cos = ^^ I 

+ -f V2r (4 r + ya) s/2r^ . arc ( cos= ^^=?^ ) 
7rrV2r>/2r-3f, + (2r— ^yjv^ry, 

— r^2ryl2r — y^.arcfcosss ^J 

—7tr^2ryj2 r—y^ — (2r— \y2)'^'^ryi 

+ r yj2r^2r^y2. arc l cos = ^ 1 

^Hd wenn man den vorliegenden Bogen von ^1=0 bis ^2=2^ nimmt: 

(IStt— 26)r 
"" 15 (3 TT— 4) 

9) Untersuchung der Epicycloide. 

Die Gleichung der Epicycloide ist (s. S. 144) durch zwei Glei- 

cliungen gegeben, welche or und y als Funktionen der Amplitudo g> 

ausdrücken : 

d;=(r+p) cos 5P — qcosI — H ISP 
y=z(r + Q) sing> — (>sm ( — + 1 ) s? 



882 

a) Der Flächeninhalt ^iner Fläche, die zwischen zwei XCoordi- 
naten, der Ordinalen - Axe und dem Curvenbogen liegt, wird, wenn 
g>i und 93 die zu- den Endpunkten des Bogens gehörigen Wertbe voi^ 
9 sind: 



=C*-+p).j 



^^(9',-g>x) + ^(«'»2g'.-*.-»2<!P,) 



Setzt man hierin ^ = r, so wird die Curve bekanntlich die Car- 
dioide. 

Die genannte Fläche wird dann 

= r^. 13(9)2 — 9i)-^?(«wtyt — sinq>^) + (sin2^3^ — sin2y^) 

— (sini g>2 — sin 3 q>^) +-|- (5m4 gp^ — sinicpi) | 
Nimmt man diese Fläche von 9?i = bis qpa = T ' ^ ^"** ^'® 

= (-f-TT — 2)r^ und zieht man hiervon 2r^ ab, so wird^ dt^ durch eine 
in der Entfernung r errichtete Ordinate abgeschnittene Fla che = (-|-7r-4)r*. 

Der übrige Theil der halben Cycloide wird erhalten, wehn man/y.d« 

zwischen den Grenzen y = — bis Gp=7rnimmt, welches ist ==(-|-7r+4)r*. 

Hiernach wird die Hälfte der C^rdioidenfläche = 3 r ^ ^ und folglich 
die ganze Fläche sasBr^Tr. 

b). Die Länge des zwischen den xprhüi geaäwotei^ Grenzen lie- 
gei^efi B^gefts, wird: 

Nimmt man dieses von 9^ = bis ^^^=g>, so erhält man: 
^(.r + Q){l-cos^(p). 

Setzt man ^»ic, so wird der Bogen der Cärdioide: 



333 

Dieser von ?Pi, = bis 9?^= -^genommen giebt =8r(l— v^-|^) und 

von 5Pi = "o Ws 9>a = ^# =8r.v^-|-; mithin wird der halbe Umfang 
der Cardioide ==8r, mithin die gesammte Peripherie =16r. 

c) Der ScKwerpunkl der in a) genasuaten Cardioidenfläche wird : 
r 1 4 {tos q)j— cos q)^) — -|- (cos 2 qp^ — cos 2 qp^) + -f; (cos3 y^— cosSy,) 

— (cos 4 9^— cos 45p.^) +-|H^5qpi— m5ya>— ÄCcosßqpi — cosey^)! 

'^ ~ 3(qp2— ^i) — 3(smgp2 — «»gPt) +{sm2q)^ — sin2y^) 

— (si'wSgpj — st'wSqpj) + -4- {stniq)2—stn4tq>^) 

r|2(gp| — gpa)— ^(smqpi— «iiiya)-^^(sj:tt2gP4-rT:m29P,) 

— -|- (sin 3 yi — sm 3 9)2) + -5- (sin 4 yi — sin 4 y,) 

*— -^ (sin 5 gp, — sin 5 ^j) + ^ («in 6 ^i — 6q)^) \ 

3 (^2 — 9^1 ) "" ^ (sinqpj — sin q)^) + (^in2 9 2 — siw2 9, ) 

— (si^.392 "^ ßiH3 gpi) + 4-(«*w4y2 — sin4y,) 
Der Schwerpunkt der ganzen Cardioide liegt auf der XAxe und zwar 
mn -f-r nach der negativen Seite hin vom Anfangspunkt derCoordina- 
len entfernt. 

d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogens wird gegeben: 
I (sin i-cpi— sin i qp, ) —^ (sin-|- qpt — «*» i 9i) 

+ ih(sinr^9i~$iH-^q)2)\.r 



'^ cos-^q)i-r-tot'^q>2 

I (c(?» -^ 5Pj — WS -^ qpit) —^ (cos -I- qpt — cos -I- 5P2) 

+ Ä(cos-|-9Pj— cos-|.yjj)|. r 

Nimmt man diet ganze Hälfte der Curve, d. h. nimmt man die 
Ausdrücke von g>i^^Q bis q>^=:n, so wird 

fj—'^r und |s= — -f-r. 
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e) Wenn man denjenigen Flächentheil der Cardioide, welcher 
zwischen einer in dem um r vom Anfangspunkt der Coordinaten ent- 
fernten Punkt der Abscissenaie errichteten Ordinate und der als Tan- 
gente auftretenden Grenzordinate liegt, um die XAxe dreht,. so muss 
man die rotirte Fläche als von beiden folgenden Curven begrenzt be- 
trachten: 



und 



y = -i/ 3r* — a?' — 2r^3r* — 2rar = t/;(a?). 
Dadn wird der entstandene Rotationskörper 

/»Vir 2 . 

Der andere Theil des Rotationskörpers, welcher von jc = r bis 
a? =3 — 3 r reicht , wird 






f) Der Schwerpunkt dieses ganzen Rotationskörpers liegt auf 
der X Axe um -f- r vom Anfangspunkt der Coordinaten entfernt und 
zwar nach der negativen Seite der X, 

10) Die Gleichung derQuadradrix des Dinostratus (s.S. 134) 

war in Polarcoordinaten = m — ^ - . . 

7t s%nq> 

Der Flächeninhalt eines Sectors , der zwischen zwei Leitstrahlen 

liegt, die zu den Amplituden (pi und q)^ gehören, wird 

2r* /^y* 0)2 2r2 ( 

7t 

und nimmt man dieses von 9^^ = bis 9>2 = 7 9 so wird es 

2 r* 

71 



11) Die Gleichung der archimedischen Spirale (s. Seite 

ra> 
136) war: m = ö^. 

a) Der Flächeninhalt eines zwischen zwei Leitstrahlen enthalte- 
nen Sectors wird 

b) Die Länge des zwischen denselben Leitstrahlen enthalteuen 
Bogens wird: 

12) Die Gleichung der logarithmischen Spirale (s. Seite 
140) war « = o^. 

a) Der Flächeninhalt eines Sectors wird 



/Vi 



dy»^ («^»'«-««^O 



b) Die Länge des zugehörigen Bogens wird 

13) Die Gleichung der Spiralen im Allgemeinen (s. S. 139) 
war ussoqp*. 

a) Der Flächeninhalt eines Sectors wird 

-»M n+l j 

b) Die Länge des zugehörigen Bogens wird 






Vi' 

welches Integral sich auf bekannte Weise für jeden speciellen Werth 
Ton n redudren lässt. 
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14) Wenn man für die Lemniscate («. S. 129) difc Glei- 
chuDg in Polarcoordinaten nimmt , so ist diese r^ ss» a^ ^$2q>^ also 
wird 



a) der Flächeninhalt eines Sectors 

dg>ss^a^(sin2q>2 — sin2g>^) 
Vi' ' 

Nimmt man dieses von y^ =0 bis 9>i = -J-^, so wird der vierte 
Theil der Fläche ="5-a*, also der ganze Raum =a*. 






b) Die Länge des Bogens wird, in Polarcoordiriaten ausge- 
drückt: 

dq> 



■f^ 



2sinq)^ 

Da aber der Natur der Curve und natürlich auch ihrer Gleichung ge- 
mäss der Winkel tp nicht über \7t hinaus wachsen darf, also auch 
sinq) nie grösser als /^-g- werden kann, so ist es unter allen Um- 

Ständen erlaubt, s%n<p=^ --j^zm setzen. Hierdurch wird der Aus- 
druck für die Länge eines Lemniscaten- Bogens 






(V) 

worin F(ifj) das elliptische Integral der ersten Gattung bedeutet, des- 
sen Modul »v^Y ^^ 

15) Es soll der Schwerpunkt eines sphärischen reditwiiridigen 
Dreiecks gefunden werden. 

Mögen die Ecken des Dreiecks dürdi i, £, C, die gegenüber- 
liegenden Seiten respective durch a, 6, c bezeichnet werden. Fer- 
ner sei der Einfachheit wegen der Radius der Kugel = 1 und die 
Lage des Coordinatensystems so gewählt, dass der Anfangspunkt der 
Coordinaten im Mittelpunkt der Kugel, die sphärische Seite b in der 
X F Ebene und die Seite a in der XZEbene liegt, so dass also der 
sphärische Winkel C ein rechter Winkel ist. — Bezeichnet man nun 



j 



1 



8«7 

die Fläche des Dreiecks durch F, die Coordinaten ihres Schwerpun^ 
durch I, )?, S, 80 wird: 

J J J J Vi-^-y» 



■'=yy*'"'"t/y vr=fc7-''"'" 



=// 



F.e= / idx.dy 



Setzt man hierin zur Vereinrachung der Rechnung 

s%na,cot§i.y 



= sxnu 



und integrirt zunächst bezüglich auf «r zwischen den Grenzen 



07=^1 — y^.cosia — u) und a? = ^l — y* 
so erhält man: 

F= j (a, — M). iy. 

F.Tj= / (« — M).jf.dy 

f.£= / jl — cos(a— a)!.^!^.^» 

Wenn man diese Integrale von 

y=: bis y=<m6 

43 



1^- 
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oder in Bezug auf n , Ton 

ti = bis » sr a 
ausdehnt, so ergtebt sich 



/ 



UmekfeUer« 

die bis jetzt bemerkt sind. 

1 2 

S. 216. 3. Zeile von oben lies -yv statt -7^ 



„ 231. 7. Zeile ▼. u. lies / jr«~' u. s. w. statt / j?«-i 

„ 232. 6. Zeile v. ob. fehlt — vor-^r- • 

5 u. 6. ▼. u. lies a + %hx statt aj:2&a; 

„ 238 unterste Zeile lies arcl st»=— — • j statt are[ «tn=:— ^— j 

,, 239. 2. Zeile von ob. lies \ statt -f 
6, „ von ob, fehlt + vor ^ 
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